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Resumen

En esta tesis se describen el disefio, implementacion y experimentacion de diferentes algoritmos
para resolver los problemas de: (i) encontrar todos los rectangulos vacios maximales que existen
en un conjunto de puntos S localizados en una regién R C R? y (ii) encontrar el rectdngulo
maximal vacio localizado en una regién R C R? y que en su interior solo contenga un punto
q dado como consulta. En ambos problemas se asume que no existe suficiente memoria para
almacenar todos los objetos del conjunto S . El algoritmo AREMAV, el cual resuelve el problema
(1) se extendid para resolver el problema (ii). De acuerdo a la literatura, ambos problemas son de
mucha utilidad practica, en &mbitos como la mineria de datos, sistemas de informacién geografica,
por nombrar algunos. Como resultado, se logr6 disenar e implementar dos nuevos algoritmos. El
primero llamado algoritmo ¢ M E R, es un algoritmo que se compone de 3 etapas, donde elimina
los puntos que son dominados por los puntos més cercanos a ¢ y luego utiliza un algoritmo de
geometria computacional para obtener el rectangulo maximal vacio que solo contiene a ¢. El
segundo algoritmo se llamé algoritmo M E R, este algoritmo separa el conjunto de puntos en 4
subregiones, donde se utiliza AREMAV en cada una de estas subregiones y se finaliza uniendo las
soluciones. Estos algoritmos son més eficientes en cuanto al tiempo de ejecuciéon comparados de
forma experimental con otros algoritmos encontrados en la literatura. Con el objeto de verificar la
eficiencia de los algoritmos se muestra los resultados de una serie de experimentos considerando
datos sintéticos y reales. Los resultados de los experimentos fueron contrastados con resultados
de experimentos similares reportados en la literatura, mostrando un mejor comportamiento.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

La Geometria Computacional es un area de las matematicas que se ocupa de estudiar y pro-
poner soluciones algoritmicas a problemas geométricos. Es un area relativamente reciente, pues
sus primeros resultados se pueden apreciar en la década del 80. Sea S; y So dos conjuntos de
puntos ubicados en regiones Ry C R? (tipicamente d = 2) y Ry C R? respectivamente, algunos
de los problemas estudiados por la Geometria Computacional son: (i) encontrar la cerradura
convexa de S1, (i7) dado un punto ¢ ¢ S; y un pardmetro k > 0, encontrar los k-puntos de S;
més cercanos a ¢, (i74) dado un pardmetro k > 1 encontrar los k pares de puntos (uno de Sy y
el otro de S2) cuyas distancias sean las menores de entre todos los posibles pares que se puedan
formar, (iv) dado un punto g ¢ S; encontrar el rectdngulo vacio que incluye a ¢ de mayor area
dentro de Ry, (v) dado un conjunto de puntos Si, encontrar el rectangulo vacio de mayor drea
incluido en R;. La utilidad de contar con soluciones algoritmicas para estos problemas estd muy
bien establecida en la literatura. Por ejemplo, si se tiene varios lugares dentro de una ciudad
para instalar una cafeteria y se necesita instalar lo méas alejada posible de otros locales similares,
se puede modelar como problema (iv) siendo ¢ el lugar donde se desea instalar y S; los demas
establecimientos. Otro ejemplo es el localizar los mayores sectores vacios dentro de una ciudad
para construir un estacionamiento, este se modela como un problema (v).

Las soluciones a los problemas geométricos, desde la Geometria Computacional, suponen que
es posible almacenar todos los objetos en la memoria de un computador. Sin embargo, con la apa-
ricién de grandes conjuntos de datos espaciales, se ha hecho necesario extender o crear soluciones
que asuman que los datos se encuentran en estructuras de datos multidimensionales residentes en
memoria secundaria (principalmente disco). En este contexto, las operaciones que predominan o
determinan la eficiencia de un algoritmo corresponden a operaciones de entrada/salida o accesos
a bloques de disco, las cuales son muy costosas en tiempo. Actualmente, existen soluciones para
varios de los problemas indicados arriba. Por ejemplo, suponiendo que el conjunto de puntos
se encuentra almacenado en un R-tree, el cual es una estructura de datos tipo arbol similar al
B-tree, y que esta disefiado para la indexacién dindmica de un conjunto de objetos geométricos
d-dimensional [1]. En [2] se propone un algoritmo que resuelve el problema (7), en [3] se describe
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un algoritmo para el problema (ii), en [4, 5, 7] se aportan algoritmos para el problema (7ii) y en
[7, 8] se proponen soluciones para el problema (iv), en [9, 10, 11] se describen algoritmos para
solucionar el problema (v).

En este informe se describe la implementacion de dos algortimos para resolver el problema
(iv), el que llamaremos gMER (Query Maximal Empty Rectangle) y un algoritmo para resolver
el problema (v) propuesto en [6], el que llamaremos MER (Maximal Empty Rectangle).

Definiciéon de los problemas. El problema ¢gMER se define como sigue: Sea S un conjunto
de puntos sobre un rectangulo R C R? cuyos lados son paralelos a los ejes del plano, y g ¢ S tal
que ¢N R # . Un rectdngulo es llamado rectdngulo vacio maximal que contiene solo a ¢ ((MER)
si: (a) sus lados son paralelos a los lados de R, (b) estd contenido completamente en R, (c¢) no
contiene otros puntos de S y (d) cada uno de sus lados o arcos contiene, al menos, un punto de
S o esté contenido en un lado de Ry (e) contiene a ¢ [8]. Nuestro problema (@/ER) consiste en
encontrar el rectangulo QMER de mayor érea.

En cambio, el problema MFER se define como: Sea S un conjunto de puntos sobre un rectan-
gulo R C R? cuyos lados son paralelos a los ejes del plano. Un rectidngulo es llamado rectdngulo
vacio maximal si: (a) sus lados son paralelos a los lados de R, (b) estd contenido completamente
en R, (c) no contiene otros puntos de S y (d) cada uno de sus lados o arcos contiene, al menos,
un punto de S o estda contenido en un lado de R. El problema MER consiste en encontrar el
rectangulo vacio maximal de mayor area.

La diferencia entre los problemas MER y ¢MER esta dada en la letra (e) ya que en el problema
MER no debe haber ningun punto dentro del rectangulo, en cambio gMER debe tener solo a ¢
en su interior.

Hipétesis Es posible disenar algoritmos que resuelvan los problemas MER y ¢gMER para gran-
des conjuntos de datos espaciales (en memoria secundaria y que no caben en memoria principal)
y que sean eficientes en términos de tiempo y almacenamiento.

Objetivos El objetivo de esta tesis es disefiar, implementar y evaluar experimentalmente algo-
ritmos eficientes, que sean capaces de encontrar el rectangulo vacio maximal y que contenga un
punto especifico dentro del espacio en el problema gMFER, y el de encontrar el rectangulo vacio
maximal en el problema MER.

El resto de este informe esta organizado de la siguiente forma. En el Capitulo 2, se describen
formalmente los problemas MER y ¢gMER. También se realiza una revision de la literatura descri-
biendo los principales algoritmos disponibles para ambos problemas tanto desde el punto de vista
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de la Geometria Computacional, como desde las Bases de Datos Espaciales (grandes volimenes
de datos). El Capitulo 3 se ocupa de describir en detalle el algoritmo propuesto en [6] que en
adelante llamamos AREMAV que resuelve el problema MER y su modificacion llamada gAREMAV
la que resuelve el problema gMER. Se explican las ideas detras de ambos algoritmos y aspectos
de eficiencia. El Capitulo 4 muestra en detalle el diseno e implementacién (en lenguaje JAVA) de
los algoritmos que resuelven los problemas MER y gMER junto a sus andlisis de complejidades.
En el Capitulo 5 se exponen los resultados experimentales de los algoritmos que resuelven ambos
problemas. Finalmente, en el Capitulo 6 se detallan las conclusiones y trabajos futuros.




Capitulo 2

Descripcion del problema y trabajos
relacionados

En este capitulo definiremos de manera formal el problema MER y ¢gMER, se presenta una
serie de aplicaciones que sirven de motivacién y se discuten los trabajos relacionados disponibles
en la literatura.

2.1. Problemas MER y gMER

(a) Maximo Rectangulo Vacio (b) Maximo Rectangulo Vacio

con un punto q

Figura 2.1: Problemas MER y ¢MER (8]

Dado un conjunto de puntos S ubicados en un subespacio R C R? definimos los siguientes
problemas: (i) Encontrar el rectdngulo vacio maximal, de lados paralelos a los ejes que limitan
a Ry que se encuentran contenidos en R o que sus lados contienen por lo menos un punto de S
y no debe contener otros puntos de S (problema MER, ver Figura 2.1 (a)) y (ii) dado un punto
q ¢ S encontrar el rectangulo maximal de mayor area, de lados paralelos a R, que se encuentra
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contenido en R o que sus lados contienen por lo menos un punto de S y que solo contiene en su
interior a ¢ ( problema ¢MER), ver Figura 2.1 (b).

Diremos que un rectangulo A es maximal si es vacio, contenido en R, con lados paralelos a los
de R y no existe un rectangulo B, vacio, contenido en R de lados paralelos a R y que contenga a A.

Tal como se adelant6, el objetivo principal de este trabajo es disefiar e implementar un al-
goritmo que resuelva el problema MER y sea mas eficiente que el propuesto en [6]. Un segundo
objetivo es proponer e implementar un algoritmo para resolver el problema ¢gMER y que sea mas
eficiente que el algoritmo inspirado en AREMAV [19].

2.2. Motivacion

Supongamos que contamos con una ldmina de acero en la cual existen pequenas regiones con
imperfecciones o fallas y que estamos interesados en obtener regiones de la lamina libre de fallas.
Es claro que este problema se puede modelar como un problema MER. Otros ejemplos de apli-
caciones los podemos encontrar en el contexto de los Sistemas de Informacién Geografica (SIG).
Por ejemplo, si se quiere construir un parque en una region y se tienen los hitos (edificios, casas,
postes de alumbrado publico, etc.) georreferenciados. Puede ser interesante resolver eficientemen-
te las siguientes consultas: (1) ; Cudl es la zona vacia de mayor drea donde construir el parque?
o (2) Encontrar el mayor espacio libre (con forma de rectangulo) en torno a un punto donde
se desea construir el parque. Notar que el problema (1) se puede modelar como un problema
MER y el problema (2) como ¢gMER. Otra aplicacién del problema gMER puede ser la siguiente.
Supongamos que tenemos varios lugares donde podemos instalar una fabrica la cual genera cier-
ta toxicidad (por ejemplo, gases, ruido, etc.). Si contamos con informacién georreferenciada de
poblaciones humanas, cultivos u otro elemento que no queremos contaminar con nuestra fabrica,
nosotros podriamos elegir el punto adecuado donde instalarla.

En [6] se propone otro tipo de aplicaciones para MER dentro del contexto de la mineria de
datos. Por ejemplo, supongamos que una base de datos almacena las cantidades y las fechas de
depositos bancarios. Se considera un grafico en donde se tiene el tiempo en el eje x y el mon-
to en el eje y. Un espacio vacio, indicard que durante un periodo determinado de tiempo no
hubo depdsitos dentro de un cierto rango de cantidades. Por ejemplo, si nos encontramos con
que durante los afios 2007 y 2008 no existian depésitos de mas de un millén de dolares, esto
podria ser un sintoma de una nueva crisis econémica que estd surgiendo. Este escenario puede
ser tratado como un problema ¢gMER, si el punto de consulta g se define mediante un punto en
el tiempo y una minima cantidad de depédsito. Otro ejemplo podria ser en una base de datos
de un Sistema del Hospital. Teniendo en cuenta los datos sobre las operaciones quirtrgicas, es
posible descubrir que no hay informacién sobre trasplantes de cara en la base de datos antes del
ano 2008, siendo ¢ los transplantes de cara y S los tipos de operaciones realizadas por el hospital
desde su creacién. Este conocimiento indica que ese procedimiento no era posible antes de ese

10
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ano, y puede ser introducido como una restriccién de integridad de la base de datos, con el fin
de realizar optimizaciones de consultas seméanticas.

Actualmente, estos problemas han cobrado interés en el &mbito de las Bases de Datos Espa-
ciales, donde se considera que los objetos residen en memoria secundaria y que tienen en cuenta
las limitaciones de la memoria principal [8].

2.3. Trabajos relacionados

Inicialmente el problema MER fue establecido desde la geometria computacional, suponiendo
que todos los puntos caben en la memoria principal. En este escenario el problema MER ha sido
estudiado extensamente. El primer trabajo conocido fue el de Naamad et al.[9], donde se descri-
ben dos algoritmos los cuales consideran que los puntos estan ubicados de forma aleatoria dentro
del espacio. El primer algoritmo necesita de los puntos ordenados y compara los puntos entre si,
es de tiempo O(n?) y O(n) de almacenamiento. El segundo es de tiempo esperado O(n(log®n)) y
O(n) de almacenamiento, este algoritmo lee los puntos desordenados y los almacena en un heap
semi dindmico (en adelante consideramos logn como logy n).

Luego, Chazelle et al.[11] presentan un algoritmo estilo divide y vencerds con un tiempo de
O(nlog®n) utilizando un almacenamiento de O(nlogn). Un algoritmo con similar complejidad
se discute en [12], donde utiliza un tiempo de O(nlog®n) y almacenamiento O(n). Orlowski [10]
presenta un algoritmo que utiliza un tiempo O(slogn), donde s es el nimero de rectangulos
vacios maximales. Su algoritmo crea rectangulos utilizando dos puntos como vértices y luego
los extiende hacia los lados hasta que se forma un MER. Este algoritmo tiene una complejidad
de O(nlogn + s) con s igual al niimero de rectangulos vacios maximales. En otro trabajo mas
reciente Nandy et al.[13] propone un algoritmo que utiliza un tiempo de O(nlog®n + s) y alma-
cenamiento de O(logn) empleando un arbol de biisqueda prioritario (priority searchtree).

También hay trabajos enfocados en resolver el problema MER en 3 dimensiones. En este
caso el algoritmo computa cubos vacios maximales. En [14] y [15] se proponen algoritmos para
resolver este problema.

En [16] y [17] se propone un algoritmo para resolver el problemagVER. Este algoritmo realiza
un pre procesamiento de los datos, donde el espacio se divide en un conjunto de celdas de tal
manera que todos los puntos que caen en la misma celda producen el mismo rectangulo vacio
maximal que contiene al punto de consulta q. Estas celdas se almacenan en memoria principal,
organizadas en una estructura de datos de dos dimensiones llamada &rbol de rango (range tree).
La etapa de pre procesamiento utiliza un almacenamiento de O(nlog?n) y un tiempo de O(n?).
Para extraer la respuesta se necesita un tiempo adicional de O(logn). Otra aproximacion es la
presentada por Kaplan et al. [18], esta corresponde a una mejora significativa en términos de
tiempo de pre procesamiento respecto a [16] y [17]. Especificamente, este algoritmo requiere un

11
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espacio de almacenamiento de O(na(n)log® n) para mantener la estructura de datos que se utili-
za (SegmentTree) y un tiempo de O(na(n)log? n) para construir la estructura, donde el término
de a(n) es la inversa de la funcién de Ackermann [18]. Estos algoritmos consideran que todos los
objetos se encuentran en memoria principal.

Maés recientemente en [7] y [8] se proponen algoritmos para resolver el problema ¢V/ER y
que consideran limitaciones de memoria principal y asumen que los objetos residen en memoria
secundaria en una estructura de datos multidimensional R-tree. Estos algoritmos amplian las
capacidades del R-tree. Es claro que estos algoritmos no son adecuados cuando los objetos no se
encuentran en un R-tree, pues el proceso de construccién consume mucho tiempo.

Sin embargo, existen muchos escenarios en donde los objetos considerados no caben en me-
moria principal y se encuentran almacenados en un raw files. Edmonds et al.[6] proponen un
algoritmo para obtener los rectangulos vacios maximales (problema MER) en un érea compuesta
por grandes conjuntos de datos, este algoritmo requiere de un tiempo O(|X| x |Y]) y un almace-
namiento de O(|X|), con | X| siendo el nimero de valores distintos encontrados en el eje z e |Y|
todos los valores distintos que se encuentren en el eje y.

Dado que en este trabajo el objetivo es solucionar los problemas MER y gMER, en el siguiente
capitulo se explicara el funcionamiento del algoritmo AREMAV y su adaptacién para que resuelva
gMER [19].

12



Capitulo 3

Algoritmos AREMAV y qAREMAV

Tal como anticipamos en el capitulo anterior, el algoritmo AREMAV propuesto en Edmons et
al.[6] resuelve el problema MER. En este capitulo se describe de manera detallada los algoritmo
AREMAV y gAREMAV . Estos algoritmos requieren que los datos entren en un orden especifico, lo
que permite contar con un algoritmo con tiempo de ejecucion O(|X| x |Y]). Ademés, los reque-
rimientos de memoria estdn en O(|X|), el cual es un orden de magnitud menor que el tamano
O(|X| x |Y]) para todos los datos de entrada.

3.1. Precondiciones del algoritmo AREMAV

El algoritmo AREMAV procesa los datos a partir de un archivo sin formato (raw file), el cual
contiene los puntos a procesar en la forma (x,y). Este algoritmo requiere de una serie de pasos
previos para que pueda ser ejecutado, al igual que posee limitaciones a la hora de generar los
rectangulos vacios maximales. Los pasos previos y limitaciones son:

1. Un raw file que contenga todos los puntos que se analizaran ordenados de forma descendente
respecto de y y, como segundo criterio, ordenados de forma descendente respecto de x.

2. Se debe conocer cudles son los limites del subespacio R C R? donde estéan contenidos los
puntos.

3. Se debe conocer la cantidad de valores distintos de la coordenada de x que hay en el archivo
y se asume que estas pueden ser almacenadas en memoria principal.

3.2. Descripcion de AREMAV

Previo a esta investigacién, se implement6 un algoritmo [19], que resuelve el problema MER
basado en [6], ya que es el tinico algoritmo existente en la literatura que resuelve el problema de
la forma que necesitamos, denominado AREMAV. Inspirado en este algoritmo se disenié uno para
resolver el problema gMFER llamado gAREMAV, el que se encuentra detallado en [19].

13



CAPITULO 3. ALGORITMOS AREMAV Y QAREMAV

A continuacién se describe el algoritmo AREMAV (ver Algoritmo 1).

El algoritmo AREMAV es un algoritmo ingenuo que serd utilizado como baseline para los
demas algoritmos que se presentan. Este algoritmo busca todos los rectangulos vacios maximales
y luego muestra el mayor de ellos. Este algoritmo utiliza un tiempo O(|X| x |Y]) y un almace-
namiento de O(|X|), con | X| siendo el nimero de valores distintos encontrados en el eje = e |Y|
todos los valores distintos que se encuentren en el eje y.

El algoritmo se puede explicar teniendo el conjunto de puntos D almacenado en un archivo
sin estructura (raw file) como se puede observar en la figura 3.1(a), para luego considerar una
matriz M, la cual es una representacion del conjunto de puntos D, de esta manera, el conjunto
de puntos puede ser visualizado como una matriz que contiene 1s donde existan puntos y Os
donde no los hay, como lo muestra la Figura 3.1(b). Esta matriz nunca se construye en la imple-
mentacion del algoritmo, solo se muestra para facilitar la comprensién del mismo.

X y Sy
2 3 o of 1] o 3

3 2 o of of 1 2

0 1 1 0/ 0] 0 1

3 0 1 1] o] 1f | o

1 0

0 0 0 1 2 3 X

@ (b)

Figura 3.1: Conjunto de puntos D (a) y su representacién como matriz M (b)

El algoritmo recorre solo una vez el conjunto de puntos y encuentra todos los rectangulos
maximales dentro de los cuales solo existan celdas con valor 0 (los 1 solo servirdn para limitar
la forma del rectdngulo). Para que esto sea posible, solo se llevan a memoria principal dos filas
consecutivas de la matriz a la vez. Ambas filas se analizan celda por celda de forma simultdnea
(la fila superior de la matriz serd conocida como “primera fila” y la fila siguiente serd conocida
como “segunda fila”) como se puede ver en la Figura 3.2. Llevar ambas filas a memoria principal
sirve para que, durante el andlisis de la primera fila, se encuentren los limites superiores de los
rectangulos vacios maximales, mientras que el andlisis de la segunda fila sirve para detectar cudl
es el limite inferior de los rectdngulos vacios maximales que puedan ser generados.

Cuando se hayan recorrido todas las celdas de la primera filas, se descarta esta fila y se reem-
plaza por la segunda fila. Por tltimo, se trae desde memoria secundaria la fila inmediatamente
inferior, la que se convierte en la nueva segunda fila (ver Figura 3.2).
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Para conocer cudles son los limites superiores que tienen los rectdngulos vacios maximales,
se debe crear, para cada columna, una variable y,(z,y) (Figura 3.4, Algoritmo 1 linea 8, pigina
19), la cual es la coordenada anterior al 0 més alto de la columna z que comienza en (z,y) y se
extiende hacia arriba. (ver Figura 3.4)

primeraFila 3 1 n 3 1
segundaFila 2 | 1 1 :> primeraFila 2 | 1 1| n
1 1 segundaFila 1 1
0|1 1|1 0|1 1|1
1 2 1 2
size size
puntosAltos 4 | M‘ 1 | M‘ M| puntosAltos 4 ‘ 0 | 1 ‘ 2 | M‘

Figura 3.2: Funcionamiento de variables primera fila, segunda fila y actualizacién de los puntos
altos.

En la Figura 3.2, se puede ver como cambian los valores de la primera fila y segunda fila a
medida que se ha ido recorriendo la matriz. La variable n representa la celda que se esta ana-
lizando. La variable de puntos altos se actualiza a medida que se recorre la matriz como se ha
explicado anteriormente, donde M es un valor muy grande, el cual indica que el limite superior
esta en el tope del espacio para esa columna.

Ahora que se tienen los limites inferiores y superiores para la generacién de los rectangulos
maximales, solo falta obtener el limite izquierdo y derecho, para esto se utiliza una estructura de
escalera la cual se implementa mediante una estructura de datos Stack (pila) (ver Algoritmo 1
linea 3, pagina 19). La escalera es solo una parte de una escalera mazimal, la cual es la escalera
mas grande que se puede formar en esa fila, ya que se extiende lo més a la derecha posible y lo
més alto posible(ver Figura 3.3), ella contiene uno o muchos rectdngulos vacios maximales como
se podra ver més adelante cuando se explique como se obtienen estos rectangulos a partir de la
escalera maximal.

La escalera se inicia vacia cada vez que se comience a analizar una nueva fila. La forma de la
escalera ird variando con cada paso que se avance en la matriz, pudiendo ocurrir 2 casos cuando
se analiza cada celda:

1. La celda (z,y) contiene un 1: Lo anterior significa que existe un punto en (x,y). Si
esto sucede se eliminan todas las posiciones almacenadas en la pila quedando esta vacia,
puesto que no es posible formar rectdangulos vacios maximales usando (z,y) como esquina
inferior derecha interna de los rectangulos con bordes z 4+ 1 e y + 1. Es mas, la ordenada y
de (x,y) constituird el borde superior de algun rectdngulo maximal que se pueda generar
al examinar nuevas filas. Dado lo anterior, ¥y, debe actuaizarse para la columna x, siendo
su nuevo valor y. Témese como referencia la Figura 3.4(c).
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1 (x.v)

Figura 3.3: Escalera maximal para (x,y)

2. La celda (x,y) contiene un O: si esto sucede, se debe seguir con la etapa siguiente para
actualizar la escalera. Posteriormente, se forman los rectangulos vacios maximales que sean
posibles con bordes (x+1) e (y+1). El procedimiento a seguir en ambas etapas se describe
mas adelante.

3.2.1. Construyendo la escalera

Se debe recordar que se trabaja con 2 filas seguidas de la matriz, donde se analiza cada
celda de la primera fila y por cada x se analiza su ¥, correspondiente. Para construir la escalera
es necesario utilizar el y, y el peldafio méas alto de la escalera (y!,), donde pueden ocurrir los
siguientes 3 casos:
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Delete
o NP

PREIE=EESISISISISS

n
o

@ ’ ®) @©
Figura 3.4: Diferentes casos para constrir una escalera

» Caso 1) y, <yl (Figura 3.4(a)). Dado que y, se ubica sobre el peldafio més alto de la
escalera, este formard un nuevo peldano de la misma. Para lo anterior, se procede a empilar
el punto conformado por (z,y,), quedando como el punto més alto del Stack (la escalera
crece en altura).

» Caso 2) y, = y..: (Figura 3.4(b)). Dado que y, tiene la misma altura que el peldafio més
alto de la escalera, se procede a ampliar dicho peldafio (aumenta su longitud). En este caso
no se empila nada, ya que el vertice superior izquierdo del peldano seguird siendo el mismo
(el cual ya se encuentra empilado).

» Caso 3) y» >y.,: (Figura 3.4(c)). Dado que y, se ubica bajo el peldafio mas alto de la
escalera, se debe proceder a desempilar (eliminar peldanos de la escalera, reduciendo su
altura) tantas veces como sea necesario hasta que la coordenada y/, de la escalera cumpla
que: yr < y.,, de esta forma, dependiendo del valor que tome y,,, se aplica uno de los casos
antes vistos.

Los casos antes descritos, se implementan en Algoritmo 1 lineas 10, 13 y 16 (pégina 19).

3.2.2. Generar rectangulos vacios maximales

Ya que se tiene la escalera formada, solo falta cerrar el o los rectangulos vacios maximales
por debajo (Algoritmo 3 linea 23, pagina 19). Para determinar si esto es posible se debe revisar
la fila siguiente a la que se estd analizando (razén por la cual se mantiene en memoria principal,
como se mencioné anteriormente). Se debe considerar dos casos, (i) donde un rectangulo limita
por debajo con un 1, o (ii) donde el rectdngulo no limita por debajo con un 1, por lo cual puede
seguir creciendo hacia abajo.

Los rectangulos que se forman, como se dijo anteriormente, deben contener solamente 0 en
su interior, y fuera de sus limites debe haber por lo menos un 1 en cada lado o estar dentro de
los limites de R (en el caso del algoritmo AREMAV') y en el caso del algoritmo ¢gAREMAV debe
contener en su interior solamente 0 y el punto ¢. El rectangulo vacio maximal que se genera,
tendra su vértice inferior derecho en el lugar de la matriz que se esté analizando (puntos (x,y))
y su vértice superior izquierdo se encuentra en el peldano mas alto de la escalera (y.,) (Figura
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El rectangulo aun pLIEdE/—x.

crecer hacia ahajo/

Y

Rectangulos -a:-umales
Vacios "j] 1 1
1 | e
Y
El Rectangulo aun \
puedecrecerhafm
la derecha \J \ .
0 v,
0
(x1.7 0
1 =¥) |p
X —— 100po vl
Xy x+l

Figura 3.5: Obteniendo los rectangulos vacios maximales desde una escalera

3.4), luego, se debe ir analizando hacia abajo los peldanos de la escalera de forma sucesiva hasta
dejar la pila vacia.

Con esto se dice que cada peldano es un extremo de un rectangulo maximal vacio, siempre y
cuando se cumpla la siguiente condicion:

= Para saber si un rectangulo es maximal, se deben utilizar dos valores llamados z, e y,.
Donde z, es la posiciéon del 0 ubicado en el extremo izquierdo de la sucesién de ceros que
se inicia en (z,y + 1) y es antecedido por un 1, y, es el 0 més alto que se encuentra en la
columna (x + 1,y) y este debe ser precedido por un 1 (Figura 3.5).

= Se debe considerar ademds un peldano de la escalera (x,y) cuya esquina superior izquierda
es (x4, vi), el rectangulo (z;, x,yi, y), que tiene sus lados superior e inferior (paralelos al eje
x) extendiéndose entre z; y x, y sus lados izquierdo y derecho (paralelos al eje y) entre y;
e y, es maximal si y solo si x; < x4 e y; < Y«

= Si x; > x,, implica que el rectdngulo es bastante angosto como para extenderse hacia
abajo hasta el bloque de ceros de la fila (y + 1). Por ejemplo, el peldano mas alto en la
Figura 3.5 corresponde al caso indicado. Por otra parte, si x; < x, entonces el rectangulo
que se forma con (z,y) no se puede extender hacia abajo porque es bloqueado por el
1 ubicado inmediatamente a la izquierda de x,, tal es el caso del primer peldafio de la
escalera (el mas bajo) en la Figura 3.5. De manera similar, si y; > y. entonces el rectangulo
es suficientemente bajo como para extenderse hacia la derecha hasta el bloque de ceros de
la columna (x4 1). Esto se puede observar en el primer peldano de la escalera en la Figura
3.5.
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Algoritmo 1 Algoritmo AREMAV

1: AREMAV (R, S){R son los puntos limite del conjunto de puntos, S el conjunto de puntos}
2: ordS= E:rternalMergeSort(S) {ordS es el conjunto de puntos ordenado de forma descendente por las y}
3: Stack() escalera {escalera es la pila donde se tendran los peldarios}
4: Rectangulo rectMazimal {Variable que almacena un rectingulo vacio mazimal}
5: Rectangulo rect M ER {Variable que almacena el rectdngulo vacio mazimal}
6: for desde y =0 hasta n do
7: for desde x hasta m do
8: Y. < escalera.verUltimoPunto.y
9: Yr Y
10: if y., <yr then
11: escalera.empilar(z,yr) {Si el punto anterior es mas bajo que el nuevo punto se empila el punto}
12: end if
13: if v, = y- then
14: escalera.verUltimoPunto.Set X (x) {Si el punto anterior es igual de alto que el nuevo punto, el peldario
crece}
15: end if
16: if yl, > yr then
17: while y.., >y, do
18: escalera.desempilar {Si el punto anterior es mas alto que el nuevo punto se desempilard hasta que
el nuevo punto sea menor o de la misma altura que el anterior}
19: end while
20: end if
21: while escalera # 0 do
22: rectMazimal < obtener M ER(escalera.pop(), x,y)
23: if rect M azximal.super ficie < rect M ER.super ficie then
24: rect M ER < rectMaximal
25: end if
26: end while
27: end for
28: end for

Una vez finalizada la obtencién de los rectangulos vacios maximales para (z,y), se debe con-

tinuar con el anélisis de la celda a la derecha de esta en la misma fila, esto es, (z + 1,y).

Al terminar el algoritmo entrega el mayor rectangulo vacio maximal. El Algoritmo 1, muestra

el algoritmo AREMAV .

3.3.

Descripcion de qQAREMAV

El algoritmo gAREMAV se basa en el algoritmo AREMAV | por lo que tiene las mismas precon-

diciones, ademas se debe agregar un punto g como consulta, el cual no forma parte del conjunto
D como se puede observar en la Figura 3.6(b).
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X y y
2 3 ol o] 1] o 3

3 2 ol o] qf 1 2

0 1 1l o] o] o 1

3 0 1] 1] o 1 0

1 0

0 0 01 2 3 X

(@ ()

Figura 3.6: Conjunto de puntos D (a) y su representacion como matriz M (b)

La mayor diferencia entre el algoritmo gAREMAV y AREMAV se halla en las lineas 23 y 24
de ambos algoritmos (1 y 2), ya que el algoritmo AREMAV obtiene solo el rectangulo vacio de
mayor superficie, mientras que gAREMAV solo obtiene el rectangulo vacio de mayor superficie y
que contiene solo a ¢ en su interior.
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Algoritmo 2 Algoritmo qAREMAV

1: ¢gAREMAV (R, q, S){R son los puntos limite del conjunto de puntos, ¢ punto de consulta, S el conjunto de
puntos}

2: ordS= ExternalMergeSort(S) {ordS es el conjunto de puntos ordenado de forma descendente por las y}
3: Stack() escalera {escalera es la pila donde se tendran los peldafios}
4: Rectangulo rectMazimal {Variable que almacena un rectingulo vacio mazimal}
5: Rectangulo rectMazimalq {Variable que almacena un rectdngulo maximal que sdélo contiene a q en su interior}
6: for desde y =0 hasta n do
7: for desde x hasta m do
8: Y., + escalera.verUltimoPunto.y
9: Yr <Y
10: if yl, < yr then
11: escalera.empilar(z,yr) {Si el punto anterior es mas bajo que el nuevo punto se empila el punto}
12: end if
13: if y., = y- then
14: escalera.verUltimoPunto.SetX (x) {Si el punto anterior es igual de alto que el nuevo punto, el peldario
crece}
15: end if
16: if y., > y- then
17: while y., >y, do
18: escalera.desempilar {Si el punto anterior es mas alto que el nuevo punto se desempilard hasta que
el nuevo punto sea menor o de la misma altura que el anterior}
19: end while
20: end if
21: while escalera # 0 do
22: rect Mazimal < obtener M ER(escalera.pop(),x,y)
23: if rect Maximal.contieneQ(q) & rectMaximalg.super ficie < rect Maximal.super ficie then
24: rectMaximalq < rect M aximal
25: end if
26: end while
27: end for
28: end for

La implementacién de los algoritmos AREMAV y qAREMAV se explica méas detalladamente
en [19].

Luego de la implementacién del algoritmo gAREMAV se cre6 una optimizacién en cuanto al
tiempo de ejecucién del algoritmo, dicha implementacion se llamé gAREMAVOd el cual es basado
en gAREMAV y sera explicado a continuacién junto a otras soluciones que resuelven el problema

GMER.
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Capitulo 4

Algoritmos para resolver ¢MER

En este capitulo se describen dos algoritmos que resuelven el problema ¢MER. El primero
de ellos (GAREMAVOWi) esté inspirado en el algoritmo ¢gAREMAV explicado en el capitulo anterior.

El segundo algoritmo llamado ¢M ER, considera dos etapas principales. En la primera se
reduce el tamafo del conjunto inicial descartando todos aquellos puntos que no tienen posibi-
lidad de formar un rectdngulo maximal conteniendo sélo a ¢. Para ello se calculan los k (un
parametro del algoritmo) puntos méas cercanos en cada cuadrante generados por las coordenadas
de g (ver Figura 4.2). Estos k puntos generan zonas de dominancia que se utilizan como zonas
de descarte, es decir, los puntos que intersectan estas zonas son descartados. Posteriormente, en
la segunda etapa, mediante el algoritmo de Orlowski [10], el cual permite obtener el recdngulo
vacio de mayor area de un conjunto de puntos almacenados en memoria principal, se resuelve el
problema considerando como entrada todos los puntos que no fueron descartados.

4.1. Preliminares

Una definicién precisa del problema ¢gMER dada en [8] es la siguiente. Sea S un conjunto de
puntos sobre un rectangulo R C R? cuyos lados son paralelos a los ejes del plano, y ¢ ¢ S tal que
gN R # (). Un rectangulo es llamado rectangulo vacio maximal que contiene solo a ¢ (QMER) si:
(a) contiene a ¢, (b) sus lados son paralelos a los lados de R, (c) estd contenido completamente
en R, (d) no contiene otros puntos de S y (e) cada uno de sus lados o arcos contiene, al menos,
un punto de S o estd contenido en un lado de R. Nuestro problema (@MER) consiste en encontrar
el rectangulo QMER de mayor éarea.

Dado que los lados de un QMER son paralelos a los ejes de R, este queda completamente
definido por medio de dos puntos: (i) el punto inferior izquierdo y (ii) el punto superior derecho.
De acuerdo a la definicién, un QMER es un rectangulo que no se puede ampliar o extender en
ninguna direccién, pues de permitirlo puede violar las requisitos (c) o (d), es decir, extenderse
mas alld de R o incluir un punto de S [8].
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L] - q L] - - L]

b) caso medio

a) mejor caso

¢) peor caso
Figura 4.1: Analisis de casos para algoritmo ¢AREMAVOuti

4.2. Algoritmo ¢gAREMAVO

Algoritmo 3 Algoritmo qAREMAVOpti

1: gAREMAVOMi(R, q, S){R C R? donde se encuentra el conjunto, ¢ punto de consulta, S el conjunto de puntos}
2: ordS= FEaxternalMergeSort(S) {ordS es el conjunto de puntos ordenado de forma descendente por las y}
3: Stack() escalera {escalera es la pila donde se tendran los peldatios}
4: Rectangulo rectMazimal {Variable que almacena un rectingulo vacio mazimal}
5: Rectangulo rect Maximalq {Variable que almacena un rectdngulo mazimal que sélo contiene a q en su interior}
6: for desde y =0 hasta n do
7: for desde x hasta m do
8: if y<q.y then
9: Y. < escalera.verUltimoPunto.y
10: Yr Y
11: casosEscalera(y..,escalera, z,y)
12: while escalera # 0 do
13: rectMazimal < obtener M ER(escalera.pop(), z,y)
14: if rect M aximal.contieneQ(q) & rectMaximalg.super ficie < rectMaximal.super ficie then
15: rectMaximalq < rectMaximal
16: end if
17: end while
18: end if
19: end for
20: end for

El algoritmo gAREMAVOpi (Algoritmo 3) es una optimizacién del algoritmo gAREMAV. La
diferencia radica en que al momento de generar la escalera para cada caso, se compara la po-
sicién en que se encuentra z,y contra la posicién del punto ¢ (Algoritmo 3, linea 8) y si el
punto g estd més abajo (y menor que la del punto de andlisis) no se generarda una escalera. Con
esta condiciéon al no generar una escalera se estd ahorrando tiempo de ejecucion el cual varia
con las pruebas realizadas a distintos conjuntos de puntos y con el punto ¢ en distintas posiciones.
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4.3. Analisis de complejidad

La complejidad del algoritmo gAREMAVOxi esta dada por la cantidad de puntos que se leen y
no se ve afectada por la cantidad de escaleras que se generan al igual que en el algoritmo AREMAV .

Como se puede ver en la Figura 4.1 dependiendo donde se ubique el punto ¢ la cantidad
de escaleras disminuird (El rectdngulo por sobre el punto ¢ son los puntos que no generardn
escaleras) por lo que en el peor caso el tiempo de ejecucién puede ser igual al de GAREMAV y en
el mejor caso ese tiempo podra disminuir a méas de la mitad como se verd mas adelante. Sin em-
bargo, su complejidad, tanto temporal como espacial sigue siendo la misma respecto a gAREMAV.

A continuacién, se presenta el algoritmo ¢M ER el cual es més eficiente en cuanto al tiempo
de ejecucion que el algoritmo gAREMAVOui, ya que utiliza algoritmos y estructuras mas adecua-
das que las usadas en AREMAV .

4.4. Algoritmo qMER

La idea detréas del algoritmo ¢gMER es reducir el tamano del conjunto inicial de puntos, para
posteriormente resolver el problema con un conjunto de mucho menor tamafio. Para reducir el
tamaifio del conjunto inicial, se usan las zonas de dominacia generadas por los puntos del conjunto
mas cercanos respecto al punto q.

R g SD

Figura 4.2: Zonas de dominancia

En la Figura 4.2 podemos ver que el punto ¢ divide el rectangulo R en cuatro cuadrantes:
Superior Izquierdo (SI), Superior Derecho (SD), Inferior Izquierdo (II) e Inferior Derecho (ID).
Nosotros definimos la zona de dominancia de un punto p respecto de un punto ¢ como aquella
zona formada por el rectangulo definido por p y el punto de la esquina de R opuesta a p dentro del
cuadrante. Por ejemplo, en la Figura 4.2, y considerando el cuadrante SD, la zona de dominancia
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de p1 (zona achurada) estd dada por el rectangulo definido por el punto p; y el punto extremo
superior derecho de R. De manera andloga se definen las zonas de dominancia para los restantes
cuadrantes.

Algoritmo 4 Algoritmo ¢MER

1: gMER(R, q, S, k){q Punto de consulta, S el conjunto de puntos y k indica la cantidad de puntos que se
utilizardn para calcular las zonas de dominancia }

2: QUAD=quadrant(R,q) {QUAD almacena la definicion de cada cuadrante (SI, SD, II, ID)}

3: Sea kNN;[k] un arreglo de puntos de tamatio k para almacenar los k-vecinos mds cercanos a q en el cuadrante
i

: Sea S’ conjunto de puntos que no fue posible filtrar

: kNN[k] + k-vecinosMasCercanos(R, S, k,q) {Funcion que obtiene los k vecinos mds cercanos al punto q para
todos los cuadrantes en QUAD }

6: zi = dominance(kNN, QUAD) {calcula las zonas de dominancia de cada cuadrante}

7: while S #0 do

8:  p < getNext(S)

9: i< getQuadrant(QUAD,p)

Silo

10:  if pNz#0 para alguna zona de dominancia z € zi; then
11: S+ S up
12: end if

13: end while
14: ans <+ Orlowski(R, q, S’ U kNN;)
15: return ans

El algoritmo ¢MER usa estas zonas de dominancia como zonas de descarte con el objeto de
obtener un conjunto S’ C S de tamafio menor que el de S (se supone que S’ es suficientemente
pequeno para residir en memoria principal) y resolver el problema ¢gMER mediante un algoritmo
de Geometria Computacional, considerando como entrada el conjunto S’. En la Figura 4.2, los
puntos po,p3 v pg son descartados, pues se ubican dentro de la zona de dominancia de p;. Los
puntos que caen dentro de zonas de dominancia se pueden descartar, pues si uno de los lados de
unQMER @ pasa por p y se intenta expandir hacia un punto p; dentro de su zona de dominancia,
el nuevo rectangulo @)’ contiene a p y, por lo tanto, no es un QMER. Esto se puede ver en la Figura
4.2 donde cualquier QMER @ cuyo lado derecho o superior tiene a p; y si se intenta extender
para que dicho lado pase por ps necesariamente dejard a p; en su interior. Notar que algo similar
ocurre si se considera a p2 0 p4 en lugar de ps.

La idea detras del Algoritmo 4 es conseguir, en una primera etapa, zonas de dominancia que
cubran un area lo méas cercana posible al area de R con el propésito de lograr, en una segunda
etapa, reducir el tamano de S. Para ello, por cada cuadrante se obtienen los k-vecinos mas cer-
canos a g y con estos se definen las zonas de dominancia por cada cuadrante (ver Figura 4.3).

Como se coment6 anteriormente, en la primera etapa obtenemos los k-vecinos més cercanos
a ¢ en cada cuadrante (linea 5 algoritmo 4). Dichos vecinos se obtienen con el Algoritmo 5 el
cual utiliza un heap de tamafio k£ por cada cuadrante. En los heaps se almacenan puntos y se
encuentran organizados de mayor a menor distancia a ¢. El Algoritmo 5 realiza una pasada por
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Algoritmo 5 Algoritmo obtenerVecinosMasCercanos
1: k-vecinosMasCercanos(R, S, k, q)
2: Sea H un arreglo de cuatro heap, cada uno de tamano k y que almacenan los k£ puntos mas cercanos a ¢ en
cada cuadrante

3: while S # 0 do

4 p < getNext(S)

5. 1< getQuadrant(QUAD, p)

6

7

8

if size(H;) < k then
insert(H;, p)

else
9: d «+ distance(p, q)
10: p1 < maz(H;)
11: if d < distance(p1,q) then
12: extractMax(H;)
13: insert(H;, p)
14: end if
15: end if

16: end while
17: return H

Figura 4.3: Algoritmo “k vecinos” con k=2

todos los puntos de S. Por cada punto verifica si la distancia a ¢ es mejor (mds cercana) que los
puntos mantenidos en el heap de su cuadrante (linea 11). Notar que si el heap no esta lleno los
puntos se insertan directamente en el heap (linea 6).

Una vez obtenidos los k-vecinos méas cercanos, el Algoritmo 4 obtiene las zonas de dominancia
para cada cuadrante (linea 6). Posteriormente (segunda etapa), se realiza una segunda pasada
por todos los puntos de S. Por cada punto se verifica si el punto intersecta alguna zona de domi-
nancia de su correspondiente cuadrante. De ser asi el punto es descartado, en caso contrario se
agrega al conjunto S’. Finalmente (etapa 3), en la linea 14 del Algoritmo 4 se procesa el conjunto
S’ con el Algoritmo de Orlowski propuesto en [10].
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4.5. Analisis de complejidad

Como anteriormente se ha mostrado, el algoritmo ¢ M E R se puede separar en 4 fases, siendo la
primera () encontrar los k puntos més cercanos a ¢ por cada cuadrante, (ii) recorrer nuevamente
los puntos y descartar todos los puntos que son dominados por los k mas cercanos en cada
cuadrante y (iii) resolver el problema ¢MER con el algoritmo de Orlowski dando como conjunto
de entrada todos los puntos que no hayan sido dominados.

Teniendo esto en cuenta la complejidad estd dada por la suma de las complejidades de las 3 fases
antes mencionadas. Asi.
(1) : O(nlogk) (i) : O(nk) (731) : O(nlogn + s)

Dado que el algoritmo toma k como un valor constante la ecuacién en la segunda fase sera
constante. Luego se tienen dos complejidades iguales las cuales seran simplificadas a una, resul-
tando esta ecuacion.

(7) : O(n) (73) : O(n) (73i) : O(nlogn + s)

Donde la complejidad del algoritmo gM ER estd dada por la complejidad mayor dentro de
las anteriores. De este modo, la complejidad temporal del algoritmo ¢MER es igual a la del
algoritmo Orlowski ( O(nlogn + s)).

4.6. Evaluacién experimental de los algoritmos

Por medio de una serie de experimentos se compararon nuestros algoritmos con el propuesto
en [6] y que fue modificado (¢GAREMAV'). Los algoritmos ¢AREMAV, gAREMAVOpti y ¢gM ER fue-

ron implementados en lenguaje de programacién JAVA.

Los experimentos fueron realizados en una maquina con un procesador de 4 nticleos con 3.092

MHz y 8GB RAM.

Se consideraron conjuntos entre 10.000 y 50.000.000 de puntos con distribucién uniforme en
espacio [0,1] x [0, 1]. Se estudiaron varios valores para el pardmetro k (1, 5, 10, 15, 20, 50, 100)
para el caso de ¢gM ER.

En los experimentos se midi6 el tiempo de ejecucién de los algoritmos. Para el caso de gM ER,
se midi6 ademas el porcentaje de filtrado, que corresponde al porcentaje de puntos que no fueron
descartados.

En un primer experimento se estudio el efecto de k sobre el tamano del conjunto S’ y sobre
el tiempo de filtrado en gM ER. Los diferentes valores de k se estudiaron sobre un conjunto de
10 millones de puntos. Los resultados se pueden ver en la Figura 4.4. Es posible apreciar que en
la medida que k aumenta, el tiempo de ejecucion tiende a mantenerse relativamente constante
en torno a los 22 segundos. Nosotros usaremos k£ = 10 para los restantes experimentos, ya que
como muestra la Figura 4.4, mientras mayor sea k, el tiempo de filtrado aumenta muy poco y
tampoco S’ disminuye considerablemente. La razén del rendimiento de gM ER (etapas 1y 2)
en funcién de k es que en la medida que aumenta & el costo en tiempo invertido en calcular los
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Figura 4.4: Influencia de distintos valores de k en el tiempo de filtrado de ¢M ER (etapas 1 y 2)
y en el tamafio de S’

k-vecinos no es conveniente comparado con el beneficio obtenido, es decir, con la reduccién del
tamano de S’. El dejar k constante, ayuda a que siempre se logre una reduccién significativa del
conjunto original sin aumentar demasiado el tiempo de ejecucion.

Ya habiendo definido un k£ adecuado para ¢M E R, este se comparo con los algoritmos gAREM AV
v gAREM AV Opti. Los resultados se muestran en la Figura 4.5. En dicha figura los algoritmos
qAREMAV v qAREM AV Opti son muy similares, ya que como se menciond anteriormente,
qARE M AV Opti genera menor niimero de escaleras en comparacién con gARFEM AV. Por otro
lado gM E R supera por alrededor de 2 a 3 6rdenes de magnitud a los demés algoritmos. Esta
diferencia a favor de ¢M E'R se logra debido a la reduccién del tamaifio del conjunto original en
las etapas 1 y 2.

Finalmente, se estudié el comportamiento de ¢M ER en funcién del tamano del conjunto de
puntos. Los tamafios considerados fueron 10, 20, 30, 40 y 50 millones de puntos. En la Figura
4.6 el tiempo corresponde al tiempo total de ejecucion de gMER (etapas 1, 2 y 3). Se puede
observar que, para los conjuntos estudiados, el tiempo de ejecucién presenta un comportamiento
aproximadamente lineal.
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Figura 4.5: Comparacion de algoritmos respecto al tiempo de ejecucion.
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Figura 4.6: Tiempo de ejecucion de gM E R.
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Capitulo 5

Algoritmo para resolver el problema
MER

5.1. Preliminares

La definicién del problema MER es muy similar a la definicién dada para el problema ¢MER,
es decir, sea S un conjunto de puntos sobre un rectdangulo R C R? cuyos lados son paralelos a los
ejes del plano. Un rectangulo es llamado rectdngulo vacio maximal si: (a) sus lados son paralelos
a los lados de R, (b) estd contenido completamente en R, (c¢) no contiene otros puntos de Sy
(d) cada uno de sus lados o arcos contiene, al menos, un punto de S o esta contenido en un lado
de R. Nuestro problema (MER) consiste en encontrar el rectdngulo MER de mayor &rea.

Dado que los lados de un MER son paralelos a los ejes de R, este queda completamente
definido por medio de dos puntos: (i) el punto inferior izquierdo y (ii) el punto superior derecho.
De acuerdo a la definicién, un MER es un rectangulo que no se puede ampliar o extender en
ninguna direccién, pues de permitirlo puede violar las requisitos (c) o (d), es decir, extenderse
més alld de R o incluir un punto de S [8].

Esta propuesta se basa en que el algoritmo AREMAV, visto anteriormente, tal como fue re-
portado en [6], presenté un pobre rendimiento cuando el conjunto de puntos S, sobre el cual se
aplica, tiene una baja densidad D = %, con |T'| el nimero de puntos, | X| e |Y]| la cantidad

de valores distintos de la coordenada de x e y, respectivamente.

Nuestro algoritmo M E R intenta complementar al algoritmo AREMAV, mejorando el tiempo
de ejecucion en conjuntos de puntos de menores densidades, los cuales son muy frecuentes en
amplio rango de aplicaciones. De esta forma, M ER pretende ser un complemento de AREMAV
en lugar de un algoritmo que lo reemplace. La decision de cudl algoritmo usar se puede establecer
sobre la base de la densidad del conjunto de puntos y cudl se puede obtener en tiempo lineal
considerando que el conjunto se encuentra ordenado.
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La idea detrés del algoritmo M ER es dividir el conjunto de puntos original en subconjuntos
de puntos de tamano aproximadamente iguales. Posteriormente, cada uno de estos subconjuntos
se resuelve con AREMAV vy, finalmente, se combinan las soluciones para obtener el resultado.

5.2. Algoritmo MER

R [ ] . °
[ ]
L]
[ ] [ ]
L ]
° [ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]
Y [ ]

Figura 5.1: Conjunto de puntos original.

El algoritmo M ER (Algoritmo 6) se caracteriza por la divisién del espacio R original en 4
subconjuntos (SI,SD,II,ID como se vio anteriormente en el algoritmo ¢M ER) (Ver Figuras 5.1
y 5.2) (Algoritmo 6, linea 2), esta separacion se realiza con el fin de disminuir la cantidad de
puntos a analizar, por lo que algoritmo AREMAV se demora menor cantidad de tiempo. Se busca
también que en cada subconjunto exista una cantidad similar de puntos, ya que de esta forma
el algoritmo serda més rapido.

La divisién del conjunto de puntos se realizé con una estructura de datos presentada en
[20] llamada VA-File (Vector aproximation files). La idea detras de VA-File es particionar el
espacio (d-dimensional en general, 2-dimensional para este algoritmo) en 2% particiones o celdas,

Subconjunto SI Y Sul;:unjunwgD
L ]
L
[ ) L]
. .
Subconjunto II [ ] Subc onjsnto o
[ ]
[ ] °
° i .

Figura 5.2: Divisién del conjunto original en 4 cuadrantes.
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Algoritmo 6 Algoritmo MER

1: MER(R, S){R C R? donde se encuentra el conjunto, S el conjunto de puntos}
2: CUAD; + V A(S, muestra) {i es el nimero del cuadrante, VA es la estructura usada para obtener la deficién
de los 4 cuadrantes utilizando una muestra del conjunto S}

3: Conjunto; < crearConjuntos(CUAD, S){Se crean 4 conjuntos, uno por cada cuadrante conteniendo los
puntos que los intersectan}

: Rectangulo MER {Se crea un rectangulo vacio que almacenard el rectdngulo vacio de mayor drea}

s fori=1t%to 4 do

AREMAV (CUAD;, Conjunto;)

rectangulosCreadosConBordeDerecho + AREM AV.obtener Rect BordeDer() {El algoritmo AREM AV

almacena los rectangulos vacios maximales y se buscan los que fueron creados con soporte en el borde del

cuadrante}

8:  rectangulosCreadosConBordelnferior < AREM AV.obtener Rect BordeInf()

9:  if i=1 then

2o oe

10: escribir(Conjuntos, rectangulosCreadosConBordeDerecho) {Se graban en el conjunto de puntos los
rectdngulos que se crearon en los bordes}

11: escribir(Conjuntos, rectangulosCreadosConBordeln ferior)

12: end if

18:  if i=2 then

14: escribir(Conjuntoa, rectangulosCreadosConBordeln ferior)

15: end if

16:  if i=3 then

17: escribir(Conjuntoa, rectangulosCreadosConBordeDerecho)

18: end if

19:  if MER.super ficie < AREM AV.obtener M ER().super ficie() then

20: MER + AREM AV.obtener Mer()

21: end if

22: end for

23: return MER

de modo que cada celda tenga asociado un identificador de b bits. Los b bits se reparten en
b1 + bo + ... + by = b bits, donde b; bits se asocian a la i-ésima dimensién, para i = 1...d. Dado
que estamos trabjando en 2 dimensiones consideramos b = b; + bs,. El nliimero de bits b; para
establecer las particiones en cada dimensién i se determina en funcién del ntimero total de bits
(b) y del nimero de dimensiones d como sigue:

bi:{bJ_F{l i < (b mod d)

d 0 en caso contrario

El nimero de bits en cada dimensién se utiliza para determinar los puntos de particién y conse-
cuentemente las regiones dentro de cada dimensién. En particular existen 2% regiones dentro de
la dimensién ¢, definidas por 2% + 1 puntos de particién. En la Fig. 5.3 se muestra un ejemplo
enelcual b=3,d =2,b; =2y by =1, lo que significa que existen dos bits para la dimen-
sién x y un bit para la dimensién y. Por lo tanto considerando la dimensiéon x existen cuatro
regiones (cinco puntos de particién) y de la misma manera dos particiones del espacio desde el
punto de vista de la dimensién y (3 puntos de particién). En cada dimension i, los 2% puntos
de particiéon pe;[0], pei[1], . .., pci[2%] se establecen de tal manera que cada una de las regiones
tenga aproximadamente la misma cantidad de puntos, para lo cual se pueden tomar en cuenta

32



CAPITULO 5. ALGORITMO PARA RESOLVER EL PROBLEMA MER

todos los puntos del conjunto o bien, de manera aleatoria, se puede utilizar una muestra de ese
conjunto [20]. En este caso, se eligié aleatoriamente una pequena muestra del conjunto S para
que se utilice VA-File, dando como resultado los puntos de particién de cada divisién.

10

Figura 5.3: Ejemplo de una particiéon considerando d =2y b= 3

Al obtener las particiones de R, es necesario leer todos los puntos del conjunto original y
determinar a que particién intersectan (Algoritmo 6, linea 3). De esta forma se crean los 4 sub-

conjuntos de puntos (Figura 5.2).
Subconjunto ST
MER1 Py :gRS

MER2

Figura 5.4: Algoritmo AREMAV aplicado al conjunto 1.

Teniendo los puntos pertenecientes a cada subconjunto ya definidos, se procede a utilizar
el algoritmo AREMAV para cada subconjunto (Algoritmo 6, lineas 5 y 6). Los rectangulos que
genera AREMAV (Figura 5.4) pueden ser de distinto tipo, agrupandolos como sigue:

= Rectangulos que se generan dentro del subconjunto: Estos rectangulos son los que
AREMAV genera con todos sus lados contenidos dentro de la subregiéon M ER1 (ver Figura
5.4).

» Rectangulos que se generan con el borde inferior: Estos rectdngulos son los que
AREMAV genera teniendo como borde inferior, el mismo borde de la subregién donde
estan contenidos (ver Figura 5.4, M ER2).

= Rectangulos que se generan con el borde derecho: Estos rectangulos son los que
AREMAV genera teniendo como borde derecho, el mismo borde de la subregién donde estan
contenidos (ver Figura 5.4, M ER3).
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Subconjunto II ®

Figura 5.5: Cuadarante 3 después de haber sido analizado el cuadrante 1.

El saber qué tipo de rectangulo se genera, es util al momento de analizar el conjunto siguiente,
ya que, si sabemos que el conjunto 1 (Figura 5.4) gener6 un rectangulo con el borde inferior del
subconjunto SI, este rectangulo seguiréd creciendo hacia abajo (de igual forma un rectdngulo que
se generd con el borde derecho, podré seguira creciendo hacia el lado derecho). De esta forma,
el algoritmo AREMAV puede ir generando rectangulos més grandes sin la necesidad de volver a
leer subconjuntos ya procesados.

Para que estos rectangulos sigan creciendo, es necesario traer los puntos que los conforman a
los subconjuntos donde pueden seguir creciendo (Algoritmo 6 lineas 9, 13 y 16). Entonces, en el
caso de estar analizando el subconjunto SI los rectangulos que tienen su borde en el lado derecho
son llevados al subconjunto SD y los rectangulos que tienen su borde inferior en el subconjunto
ST, son llevados al subconjunto IT (Algoritmo 6, linea 9). Si se estd analizando el subconjunto SD,
en este caso solo se toman los rectangulos que se generan en el borde inferior del subconjunto SD
y son llevados al subconjunto ID(Algoritmo 6, linea 13). En el caso de analizarse el subconjunto
II, solo se toman los rectangulos generados en el borde derecho y estos son llevados al subcon-
junto ID (Algoritmo 6, linea 16). Cuando se analiza el conjunto 4 no es necesario analizar los
tipos de rectangulos ya que sin importar su tipo, no pueden ser llevados a otro conjunto.

En la Figura 5.5 se muestra el subconjunto II, después de haber obtenido los rectdngulos del
subconjunto SI. Al haber encontrado un rectangulo que tiene su borde inferior en el subconjunto
SI, los puntos que conforman el rectangulo son llevados al subconjunto II para ser analizados y
ver hasta dénde crecera, como se muestra en la Figura 5.6.

A medida que se analizan los subconjuntos, se obtienen los rectdngulos vacios maximales y
se va dejando el de mayor area (Algoritmo 6, linea 19).

Para finalizar, se analiza el subconjunto ID, en este subconjunto se generan los rectangulos
vacios maximales propios del subconjunto junto a los tltimos rectangulos vacios maximales que
no se han podido “cerrar” en los subconjuntos anteriores, por lo que todos los rectangulos que
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Figura 5.6: M ER encontrado en el conjunto 3.
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Figura 5.7: M ER del conjunto inicial.

se obtienen se comparan con el anterior mas grande. El rectdngulo mas grande es el M ER. En
el conjunto de datos de la Figura 5.1, el M ER se obtiene en el subconjunto II, como se muestra
en la Figura 5.7.

5.3. Complejidad del algoritmo

El algoritmo M ER se compone de diferentes pasos para su ejecucion. Estos pasos son: (7)
tomar una muestra del conjunto original de puntos y dividir S en 4 subconjuntos con una
cantidad similar de puntos y (i) utilizar AREMAV en todos los subconjuntos. De estos pasos el
que presenta una complejidad temporal mayor es el paso (i7) de O(|X| x |Y]).
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5.4. Evaluacion experimental del algoritmo MFER

En esta seccién se muestra una serie de experimentos que comparan el algoritmo M ER con

el algoritmo AREMAV.

Para estos experimentos se utilizé la misma maquina que se usd para los experimentos del
algoritmo ¢MER en el capitulo anterior.

Como se dijo anteriormente, los algoritmos M ER y AREMAV son sensibles a la densidad de
los conjuntos de puntos.

Se realizaron experimentos con conjuntos de puntos reales y sintéticos. Dentro de los conjun-
tos de puntos sintéticos se utilizaron distintas distribuciones (uniforme, zipf y cluster).

Las distribuciones que se generaron son las siguientes:

» Distribucién Uniforme (Figura 5.8). Conjuntos cuyo tamaiio varia entre 500.000 y 10.000.000
de puntos y densidades de 10 % y 20 %. Estos conjuntos de puntos fueron construidos como
se menciona en [6], donde los conjuntos de puntos tienen un | X| = 1000.

B E R + G S Eo h o+
YT N A Rl AL S
Hop et e g +H o F e -+ |
35+ oA+t Fogt PR B +
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Figura 5.8: Distribucién uniforme con densidad de 20 %.

» Distribucién Zipf(Figura 5.9). Conjuntos con 125.000 y 250.000 tuplas y densidad de 5 %.

Figura 5.9: Distribucién Zipf con 125.000 puntos
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» Distribucién Cluster(Figura 5.10). Conjuntos con 125.000 y 250.000 tuplas y densidad de
1%.

Figura 5.10: Distribucion cluster con 125.000 puntos

= Los datos reales (Figura 5.11) corresponden a puntos en Norte América 2. Estos conjuntos
tienen una densidad de =~ 0%, ya que segtin la féormula que se vié con anterioridad, no
puede existir un conjunto con densidad del 0 %, pero si con una densidad que se aproxime
al 0%.

0.0 02 04 06 08 1.0
L L L L

04

024

00 - - P 00
0.0 0.2 04 06 08 1.0

Figura 5.11: Conjunto de puntos reales sobre Norte América.

Los experimentos que se realizaron son en relacion a como influyen los distintos tipos de
distribuciones y densidades en el tiempo de ejecuciéon de los algoritmos AREMAV y M ER.

Densidad en distintos algoritmos. Este primer experimento se realizé con el fin de mos-
trar el efecto que tiene la densidad en los dos algoritmos, utilizando un conjunto de 200.000
puntos y densidades de ~0%, 1%, 5%, 10%, 15% y 20 %. De esta forma, podemos demostrar
experimentalmente que, para conjuntos de menor densidad es mejor utilizar el algoritmo M ER
y para conjuntos de mayor densidad es mejor utilizar el algoritmo AREMAV. Los resultados se
pueden ver en la Figura 5.12.

http://spatialhadoop.cs.umn.edu/datasets.html
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Figura 5.12: Tiempo de ejecucion algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos de distintas
densidades

Como se puede ver en la Figura 5.12, el algoritmo M F R es mas eficiente, en cuanto a tiempo
de ejecucién, que el algoritmo AREMAV mientras la densidad sea menor a 7%, ya que aumentan-
do esta densidad el algoritmo AREMAV utiliza un menor tiempo de ejecucién que el algorimto
MER.

Conjunto de puntos reales
Este experimento muestra el comportamiento de ambos algoritmos respecto a los conjuntos de
puntos reales (Figura 5.11). Los resultados se pueden apreciar en la Tabla 5.1, y Figura 5.13.

. Puntos 9.200 | 24.500 | 191.640 | 383.280 | 1.138.240
Algoritmo
AREMAV (segundos) | 30 142 19.260 | 107.378 | 983.962
MER (segundos) 6 33 7.219 35.482 | 273.007

Tabla 5.1: Tiempo de ejecucién(segundos) de algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con
datos reales.

Este experimento muestra que para datos reales el algoritmo M E R es maés eficiente en cuan-
to a velocidad de ejecucion que el algoritmo AREMAV. M ER supera a AREMAV pues requiere
de un 28 %, en promedio, del tiempo requerido por AREMAV (Figura 5.13). Este mayor ren-
dimiento se debe a que el algoritmo M ER, al separar el conjunto de puntos en subconjuntos,
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Figura 5.13: Tiempo de ejecucién(segundos) de algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos
con datos reales.

reduce significativamente el tamafo de | X| e |Y], por lo que la generacion de escaleras se reduce,
disminuyendo también el tiempo de ejecucién.

Distribucién Cluster con densidad 1%
Para este experimento se utiliz6 la distribucién cluster (Figura 5.10), ya que en este tipo de
distribucién los puntos se agrupan en distintos clusters en el plano, donde hay mayor densidad
en el centro de los clusters y menor densidad a medida que se alejan del centro. Los resultados
se pueden apreciar en la Tabla 5.2, y Figura 5.14.

Puntos(K)
Algoritmo 125 250
AREMAV (segundos) 3.873 | 16.888
M ER(segundos) 2.083 | 8.498

Tabla 5.2: Tiempo de ejecuciéon algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con distribuciéon
cluster.

Como se puede ver en la Figura 5.14 el algoritmo M E R posee un mejor tiempo de ejecucion
comparado con el algoritmo AREMAV. Por otro lado, se puede apreciar que el rendimiento del
algoritmo AREMAV ha mejorado bastante en comparacion al caso anterior.

Distribucién Zipf con densidad 5 %
En este experimento se disminuy6 la densidad y se cambié el tipo de distribucién, utilizando la
Zipf (Figura 5.9), donde los puntos se agrupan cerca del origen y se van dispersando a medida
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Figura 5.14: Tiempo de ejecucién algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con distribucién
cluster.

que estos se alejan. Los resultados se pueden apreciar en la Tabla 5.3, y Figura 5.15.

Puntos(K)
Algoritmo 125 1 250
AREMAV (segundos) 29 | 204
M E R(segundos) 22 | 159

Tabla 5.3: Tiempo de ejecucién algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con distribucién
Zipf.

Como se puede ver en la Figura 5.15 el algoritmo M ER es un poco mejor que el algoritmo
AREMAV | pero este tltimo alcanza tiempos de ejecucién muy parecidos a M ER, ya que al haber
alta densidad, las escaleras de AREMAV no alcanzan a crecer, por lo que el tiempo utilizado en
hacer crecer las escaleras es muy poco.

Distribucién Uniforme densidad 20 %
En este ultimo experimento se comparan ambos algoritmos en el escenario donde el algoritmo
AREMAV toma més ventaja como se exlica en [6] y se demuestra en [19], ya que mientras mayor
sea la densidad entre los puntos, mejor es su rendimiento. Esto sucede porque las escaleras no
alcanzan tamanos muy grandes y utilizarlas no requiere un tiempo significativo. Los datos se
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Figura 5.15: Tiempo de ejecucién algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con distribucién
Zipf.

pueden ver en la Tabla 5.4 y se hallan graficados en la Figura 5.16.

. Puntos(K) |0 1 1000 | 1500 | 2000 | 5000 | 10000
Algoritmo
AREMAV (segundos) 4 7 10 13 38 85
MER(segundos) 6 |14 |22 |33 |107 |308

Tabla 5.4: Tiempo de ejecucién algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con distribucién
uniforme y densidad de 20 %.

Como se puede apreciar en la Figura 5.16, ambos algoritmos tienen comportamientos simila-
res, pero el algoritmo M F R no es més eficiente en cuanto a tiempo de ejecucion que el algoritmo
AREMAV . Si bien el algoritmo M E R utiliza el algoritmo AREMAV para obtener los rectdngulos
vacios maximales, también utiliza muchos accesos a disco, por lo que aumenta el tiempo de eje-
cucion.

Por lo tanto, de acuerdo a los resultados experimentales obtenidos en los diferentes escena-
rios, podemos decir que M E R es un algoritmo complementario a AREMAV | pues permite resolver
problemas en escenarios muy desfavorables para AREMAV (conjuntos con baja densidad). De esta
forma, y mediante una heuristica basada en la densidad del conjunto, se puede decidir usar uno
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Figura 5.16: Tiempo de ejecucion (segundos) algoritmos M ER y AREMAV sobre conjuntos con
distribucién uniforme y con densidad 20 %

u otro algoritmo.

42



Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se muestran dos algoritmos que resuelven el problema ¢MFER y un algoritmo
complementario a AREMAV para resolver el problema MER. En varios escenarios los algoritmos
muestran mejoras respecto de los algoritmos conocidos en la literatura. Con el objeto de evaluar
el rendimiento de los algoritmos se realizaron una serie de experimentos con conjuntos de puntos
sintéticos y reales.

Para el problema ¢gMER se propusieron dos algoritmos. El primero gAREMAVOpti, el cual es
una variante optimizada del algoritmo gAREMAV implementado en [19] y el algoritmo ¢MER el
cual considera tres etapas. En las dos primeras reduce el tamafio del conjunto de puntos original
que reside en memoria secundaria y en la tercera se aplica un algoritmo de la Geometria Compu-
tacional al conjunto reducido.

Los resultados muestran que ¢gMER supera a los algoritmos gAREM AV y qAREM AV Opti
en varios 6rdenes de magnitud. Esta diferencia se explica por la reduccion del tamafio del con-
junto original que se logra en las etapas 1y 2, el que se redujo, en promedio, a un 0,02 %.

Al comparar nuestro algoritmo con gAREM AV y qAREM AV Opti, podemos concluir que es
ampliamente ventajoso tanto en requerimientos de memoria como en tiempo de ejecuciéon. Esto
permite que con ¢gMER sea posible resolver problemas considerando grandes conjuntos de puntos
y que no es posible almacenarlos en memoria principal.

El algoritmo que resuelve el problema MER se basa en el algoritmo AREMAV donde la di-
ferencia radica en que el algoritmo M E'R pre procesa los puntos y los divide en 4 subconjuntos
para luego resolver cada subconjunto con el algoritmo AREMAV y mezclar las soluciones.

Los resultados experimentales muestran la influencia de las distintas densidades de los con-
juntos de puntos en el caso del algoritmo M E R, donde se puede observar que a menor densidad
su rendimiento es mejor que el de AREMAV, ya que M ER utiliza un 57 % menos de tiempo
de ejecucién. Por el contrario, se puede observar que a mayor densidad el algoritmo AREMAV
presenta un mejor rendimiento que M E'R, siendo més veloz en un 50 % aproximadamente. Estos
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comportamientos muestran que ambos algoritmos se complementan.

En la actualidad hay muchas aplicaciones que trabajan con conjuntos de puntos reales con
baja densidad, por lo que utilizar el algoritmo M E R podria ser mucho méas ventajoso que otros.

Como trabajo futuro, se podria optimizar la forma en que el algoritmo M ER encuentra el
rectangulo vacio maximal. Ya sea creando mas cuadrantes de forma recursiva hasta que los pun-
tos contenidos se puedan almacenar en memoria principal y de esta forma, utilizar en estos sub
conjuntos un algoritmo que funcione en memoria principal para luego unir las soluciones.
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