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Resumen

Uno de los procesos que tiene un mayor impacto en una operación minera es la esti-
mación de concentración de minerales. En esta tesis se propone el uso de modelos de Deep
Learning (DL) para la estimación de concentración de cobre empleando datos de una mina
en Chile. Por un lado, estos datos incluyen información de un modelo de planificación de
largo plazo o Long-Term Mine Planning Model (LTMP), compuesto de estimaciones de la
concentración de minerales, información que se emplea para definir los flujos de caja que
determinan la viabilidad económica en un proyecto minero, y por otro lado, información
de un modelo de planificación de corto plazo o Short-Term Mine Planning Model (STMP),
construido en base a la porción de roca extraída y que se considera como la concentración
y distribución de referencia. Los modelos LTMP y STMP pueden ser contrastados para
determinar discrepancias. Con el propósito de reducir la diferencia entre ambos se propone
emplear los modelos Feedforward Neural Network (FNN), Convolutional Neural Network
(CNN) y Recurrent Neural Network (RNN). Para CNN se evalúa la variación CNN 1D y
para RNN la variación Long Short-Term Memory (LSTM), que han probado ser eficientes
en conjuntos de datos en los que el orden es relevante y se espera consideren el orden
espacial de la concentración mineral. En principio se cuenta con un conjunto de datos de
49,295,441 instancias, que es preprocesado mediante selección de variables, tratamiento de
datos ausentes, generación de variables indicadoras y normalización, lo que produce un
conjunto de datos de 732,870 instancias. También se propone que, para la estimación de
concentración mineral de un nodo central, se consideren los atributos de nodos vecinos, lo
que añade información de contexto para la estimación. La aplicación de esta metodología
genera un conjunto de datos de 545,768 instancias. Se realizan experimentos empleando el
método K-fold Cross-validation (CV) para optimización de hiperparámetros. Los hiperpa-
rámetros resultantes son empleados para realizar una prueba final. El desempeño se mide
en base a las métricas MAE, MSE y R2. En base a las métricas se comparan los modelos
LTMP y STMP para calcular un baseline. Las estimaciones de los modelos DL también se
comparan con STMP. En las pruebas finales, para la métrica MSE, el modelo FNN logra
una mejora del 21%, CNN logra una mejora del 37% y RNN una mejora del 39% respecto
al baseline.

Keywords — Estimación de Concentración de Minerales, Aprendizaje Profundo, Re-
conciliación, Aprendizaje Automático, Redes Neuronales Recurrentes.



Abstract

Mineral resource estimation is one of the processes with greatest impact in mining. In
this thesis Deep Learning (DL) models are proposed for Copper grade estimation for a
mine in Chile. The proposed method involves a Long-Term Mine Planning Model (LTMP)
that contains ore grade estimations along with geological properties, and a Short-Term
Mine Planning Model (STMP) based on the portion of extracted rock. These models can
be contrasted to determine discrepancies. In order to reduce the difference between them,
Feedforward Neural Network (FNN), Convolutional Neural Network (CNN) and Recurrent
Neural Network (RNN) models are proposed. For CNN the variation CNN 1D is imple-
mented and for RNN the variation Long Short-Term Memory (LSTM), which have proven
to be efficient in datasets where the order is relevant and it is expected that they allow
considering spatial order of mineral concentration in the estimations. Initially, a data set
of 49,295,441 instances is preprocessed by variable selection, missing data treatment, indi-
cator variable generation and normalization. This treatment produces a dataset of 732,870
instances. The use of central nodes and attributes of neighboring nodes is also proposed,
which adds contextual information for the estimations. The application of this methodology
generates a data set of 545,768 instances used for CNN and RNN. Experiments are per-
formed using the K-fold Cross-validation (CV) method for hyperparameter optimization.
The resulting hyperparameters are used to perform a final test. Performance is measured
based on the MAE, MSE and R2 metrics. The models LTMP and STMP are compared to
calculate a baseline. DL models estimates are compared to STMP. In the final tests, for
MSE, FNN achieves an improvement of 21%, CNN achieves an improvement of 37% and
RNN an improvement of 39% over baseline.

Keywords — Mineral Resource Estimation, Deep Learning, Reconciliation, Machine
Learning, Recurrent Neural Network
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Nomenclatura

Esta sección describe la notación utilizada a lo largo de esta tesis.

Números y vectores

a Un valor escalar
a Un vector
A Una matriz

Conjuntos

A Un conjunto
{0, 1} Un conjunto con los números 0 y 1
{0, 1, ..., n} Un conjunto con todos los números enteros entre el 0 y un valor n

Índices

ai Elemento i de un vector a
Ai,j Elemento i, j de una matriz A

Conjunto de datos

X Un conjunto de datos de instancias
x(i) La i-ésima instancia (entrada) de un conjunto de datos
y(i) La etiqueta asociada con x(i) para Aprendizaje Supervisado
ŷ(i) La etiqueta estimada asociada con x(i)

x
(i)
j Elemento j de una instancia x(i)



Capítulo 1

Introducción

La minería es una actividad de gran importancia en Chile, con un aporte al Producto
Interno Bruto (PIB) nacional del 9.4% en 2019 y un promedio de un 11.06% en los últimos
10 años, por lo que representa un agente macroeconómico de dinamización de la economía
y la producción chilena. Chile es el mayor productor de cobre en el mundo, en 2019 tuvo
una participación del 28.4% en la producción internacional, lo que equivale a 5,822 mil
toneladas y un aporte del 8.4% del PIB. En Chile también se producen otros minerales
como el molibdeno (18.4% de producción mundial, unas 53,541 toneladas), yodo (67.9%
de la producción mundial, que equivale a 20,826 toneladas), litio (26.1% de la producción
mundial, equivalente a 20,931 toneladas), entre otros (Servicio Nacional de Geología y
Minería, 2019).

Para concretar la producción de un mineral se organizan y planifican las operaciones
de una mina en base a estimaciones de concentración del o los minerales de interés. Se
realizan estudios de largo plazo para el depósito completo, actualizados cada 1 a 3 años,
como también, estudios de corto plazo, para una semana o día a día, para decisiones
relacionadas con el control de la concentración del mineral y para planificación detallada
(Rossi and Deutsch, 2014). Estos estudios, permiten modelar la situación de la mina y
son empleados para orquestar las operaciones que culminan con la producción del o los
minerales. Por lo tanto, aportan información empleada para definir expectativas de insumos
requeridos, maquinaria, horas hombre y flujos de caja.

En la práctica, un 10% de error en la estimación de concentración no es poco común,
y es generalmente considerado como aceptable en la operación de una mina dentro de un
periodo de un año. En algunos casos, al comparar la producción versus la concentración
estimada pueden presentarse errores de hasta ±50 % a 80%. Para una buena operación, los
costos de producción representan al menos entre el 50% y 70% de los ingresos (ventas) de
una mina y una disminución del 10% en la concentración real (respecto de su estimación) se
puede traducir en una disminución de entre un 20% a un 40% del excedente de producción
(Dominy et al., 2002).

Estas inconsistencias entre las concentraciones estimadas y reales pueden generar una
pérdida contable (disminución de activos), que en la práctica dependiendo del nivel pro-
porcional de los cargos de amortización y depreciación, pueden tener como consecuencia
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Capítulo 1. Introducción 14

que un proyecto no sea viable financieramente, contrario a la apreciación inicial.
Por lo tanto, para que la planificación y operación de una mina sea exitosa es necesario

contar con, entre otras cosas, estimaciones de calidad. Estas estimaciones están limitadas
por la calidad de los datos de los que se alimentan y por la capacidad de los métodos de
estimación.

En este sentido, buscando mejorar los resultados de métodos geoestadísticos tradicio-
nalmente empleados para este propósito, se han realizado algunos trabajos que buscan
estudiar diferentes modelos de Machine Learning (ML) como una alternativa interesante
para la estimación de concentración de mineral, tales como Redes Neuronales, Máquinas de
Vectores de Soporte y Árboles de Decisión. Esto, debido a la capacidad de modelar relacio-
nes no lineales y a que no dependen de suposiciones respecto del problema (Samanta et al.,
2005). Sin embargo, pocos de estos trabajos emplean modelos de Deep Learning, por lo
que para esta tesis se propone la evaluación de arquitecturas actuales de este tipo, específi-
camente, los modelos Feedforward Neural Network (FNN), Convolutional Neural Network
(CNN) y Recurrent Neural Network (RNN), debido a su estructura que ha demostrado
una capacidad para modelar dependencias espaciales (Chen and Zhang, 2020).

1.1. Propuesta de tesis

1.1.1. Problema

La estimación de recursos minerales es un problema estadístico que involucra determi-
nar la concentración porcentual del mineral de interés en áreas donde no se han extraído
muestras. Esto se consigue mediante el uso de información puntual y georeferenciada en
un espacio tridimensional, es decir, datos que pueden ser localizados mediante coordenadas
horizontales (profundidad y anchura) y su altura.

Este proceso requiere de un conjunto R de datos que corresponden a muestras (usual-
mente de perforaciones) r(1), r(2), r(3), . . . , r(d) recogidas de ubicaciones específicas y dis-
persas de un depósito, donde d representa la cantidad total de muestras o instancias en
el conjunto de datos. Cada muestra r(k), con k = 1, . . . , d, es un vector compuesto por
coordenadas espaciales y características de la roca {c1, c2, c3 . . . , cp} como, por ejemplo,
concentraciones de minerales, densidad de la roca, etcétera.

En base a las muestras del conjunto R y mediante métodos usualmente geoestadísticos,
se realizan estimaciones (para todo el volumen en estudio) l(1), l(2), l(3), . . . , l(m), donde
m� d, que componen el conjunto L, que corresponde al Long-Term Mine Planning Model
(LTMP). Cada estimación l(j), con j = 1, . . . ,m, es un vector que incluye estimaciones para
las variables {c1, c2, c3 . . . , cp} en las muestras en adición con otras propiedades geológicas
{g1, g2, g3 . . . , gq} estimadas para la roca, como el tipo de alteración mineral, el tipo de
ambiente geológico, etcétera, por lo que cada vector l(j) es conformado por características
{c1, c2, c3 . . . , cp, g1, g2, g3 . . . , gq}.

Por otro lado, durante operaciones de extracción de roca, se recogen nuevas muestras
para las características {c1, c2, c3 . . . , cp} que se emplean para construir un nuevo conjunto
S, que corresponde al Short-Term Mine Planning Model (STMP), que está conformado por



Capítulo 1. Introducción 15

muestras s(1), s(2), s(3), . . . , s(n), donde n� d y n < m. Ambos conjuntos L y S comparten
el mismo sistema de georeferencia y ambos tienen las características {c1, c2, c3 . . . , cp}, a
pesar de que S tiene información de una porción del volumen en estudio.

Por lo tanto, para aquellos puntos en el sistema compartido de georeferencia en los
que se dispone de valores para las características {c1, c2, c3 . . . , cp}, es posible realizar una
comparación y establecer el error ε de las estimaciones en el conjunto L en contraste con
los valores en S.

En esta tesis se propone la implementación y evaluación de modelos de Deep Learning
(DL) en un enfoque de aprendizaje supervisado para la estimación de concentración mi-
neral. Esto es posible tras la selección de vectores del conjunto L en puntos para los que
también se disponga información de concentración mineral en los vectores del conjunto S.
De este modo, un vector li se emplearía como vector de entrada X en un modelo Deep
Learning (DL) para generar una estimación de concentración de mineral y la concentración
en el vector si sería una guía para ajustar dicho modelo. Las estimaciones generadas por
los modelos DL puede ser contrastadas con los valores en S para establecer el error ε′.

Finalmente, la diferencia entre los errores ε y ε′ permitirá establecer el aporte de los
modelos DL y determinar si efectivamente se logra disminución de error en la estimación
de concentración mineral.

1.1.2. Hipótesis

La literatura muestra que se requieren métodos capaces de construir relaciones lineales
y no lineales que modelen la distribución de propiedades en extensiones de roca en un
depósito, considerando su distribución y dependencia espacial, para una adecuada estima-
ción de concentración de minerales. Considerando las capacidades que tienen los modelos
de Deep Learning en tareas de estimación complejas, esta propuesta de tesis se basa en la
siguiente hipótesis:

El uso de modelos basados en Deep Learning permite mejorar resultados de mé-
todos tradicionales en el problema de estimación de concentración de recursos
minerales.

1.1.3. Objetivos

Objetivo General

Evaluar el desempeño de modelos basados en Deep Learning sobre datos de Mode-
los de Recursos Minerales para determinar mejoras en la estimación de concentración de
minerales.

Objetivos específicos

OE1: Seleccionar modelos basados en Deep Learning que permitan realizar estima-
ciones de concentración de recursos minerales.
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OE2: Implementar modelos seleccionados, considerando posibles adaptaciones y mo-
dificaciones.

OE3: Evaluar resultados de los modelos implementados mediante métricas de error
y pruebas estadísticas.

1.1.4. Alcance de la Investigación

Esta tesis se desarrolla con el apoyo de profesionales del área de geología, pertenecientes
a una consultora profesional con sede en Santiago, lo que provee acceso a datos reales de una
mina en Chile. Esta mina es de cielo abierto y de ella se extrae principalmente Cobre, pero
también se dispone de información de los minerales Arsénico y Molibdeno. Es importante
destacar que información detallada respecto de los datos y de su origen no pueden ser
revelados producto de cláusulas de confidencialidad. Por lo tanto, este trabajo se enfoca
en el uso y evaluación de modelos de Deep Learning sobre datos ya recopilados.

Esta tesis contempla el procesamiento y adaptación de conjuntos de datos, la imple-
mentación de metodologías de entrenamiento y validación, la implementación de modelos
y arquitecturas de Redes Neuronales, así como la selección adecuada de hiperparámetros.
Los modelos empleados corresponden a implementaciones ya disponibles, extraídas de bi-
bliotecas de código gratuitas y de libre acceso. No se incluye la implementación de ningún
tipo de método de estimación geoestadístico y no se considera la combinación o ensamble
de modelos DL.

1.1.5. Metodología de trabajo

La metodología de trabajo considera las siguientes actividades:

OE1

• Revisión bibliográfica: revisión exhaustiva respecto al uso de Deep Learning en
la estimación de concentración mineral, y arquitecturas compatibles con dicha
tarea.

• Estudio y selección de soluciones: se estudian arquitecturas y enfoques de Deep
Learning, identificando candidatos para implementación.

OE2

• Implementación: Implementación de modelos y arquitecturas de Deep Learning
seleccionadas.

• Experimentación preliminar y adaptaciones: ejecución de experimentos prelimi-
nares para ajustar hiperparámetros y realizar adaptaciones a las implementa-
ciones realizadas.

OE3
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• Diseño de experimentos: Definición de métricas y metodología de evaluación,
y preparación de datos para experimentación empleando datos reales de un
depósito mineral localizado en Chile.

• Evaluación de resultados: ejecución de experimentos, tabulación e interpretación
de resultados de los experimentos.

Para la implementación de esta tesis se ha seleccionado el lenguaje programación
Python1, y el uso de bibliotecas de código como Pandas2 para el tratamiento de los da-
tos, ScikitLearn3 para su procesamiento, Matplotlib4 para visualización de datos, Keras5
y TensorFlow6 para la implementación de modelos de DL. Dentro del desarrollo de la
implementación, porciones de código fueron probados empleando Jupyter Notebooks7.

Tabla 1.1: Versiones de bibliotecas de código por servidor

Librería
Versión en servidor
Postgrado MLVC

Python 3.6.9 3.7.3
Pandas 1.1.3 1.0.1
ScikitLearn 0.23.2 0.22.1
Matplotlib 3.3.2 3.1.3
Keras 2.4.3 2.3.1
TensorFlow 2.3.1 2.1.0
Numpy 1.18.5 1.18.1
Scipy 1.5.2 1.4.1

Para los experimentos se dispone de dos servidores en la Universidad del Bío-Bío, el
servidor de Posgrado de la Facultad de Ciencias Empresariales compuesto de 2 procesadores
Intel Xeon Gold 5118 CPU @ 2.30 GHz de 12 núcleos y 24 hilos cada uno junto con 64 GB
RAM; y el servidor del grupo de investigación Machine Learning y Visión por Computador
(MLVC) que dispone de un procesador Intel Xeon E5-2603 v4 CPU @ 1.70 GHz y 40
GB de RAM. Las versiones para cada servidor de las librerías antes mencionadas están
disponibles en la Tabla 1.1

1.2. Organización de Tesis
El resto de esta tesis se compone por el capítulo 2 de conceptos preliminares, donde

se abordan conceptos relacionados a la estimación de concentración de recursos minerales,
1https://www.python.org/
2https://www.pandas.pydata.org/
3https://www.scikit-learn.org/stable/
4https://www.matplotlib.org/
5https://www.keras.io/
6https://www.tensorflow.org/
7https://www.jupyter.org/
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detalles del funcionamiento de algunos métodos geoestadístico, se brinda una introducción
sobre Machine Learning explicando conceptos relevantes en el área, para continuar con una
explicación de los modelos de Deep Learning a evaluar. En el capítulo 3 se presentan los
resultados de una revisión de la literatura en la que se seleccionan una serie de trabajos
relacionados que permiten construir el estado del arte. En el capítulo 4 se brinda infor-
mación sobre el conjunto de datos empleado, el preprocesamiento realizado, se explica la
metodología empleada para la selección de nodos vecinos, los modelos implementados y
las librerías de código empleadas. Luego, en el capítulo 5, se explica el diseño de los ex-
perimentos, la distribución de los datos disponibles para la validación y evaluación de las
capacidades de los modelos, se presentan los resultados por cada experimento y finalmente
se presenta una discusión sobre los resultados obtenidos. La tesis finaliza con el capítulo 6
donde se presentan las conclusiones del trabajo desarrollado y se discuten posibles trabajos
futuros.



Capítulo 2

Conceptos Preliminares

2.1. Estimación de recursos minerales

La producción de un mineral está determinada por el ciclo de vida de una mina y abarca
una serie de actividades específicas. Estas se pueden dividir en cuatro etapas principales:
Prospección y Exploración, Desarrollo, Extracción, y Remediación.

La etapa de Prospección y Exploración comienza con la búsqueda de una zona para
analizar su potencial mineralógico. Esta etapa busca desarrollar un informe de factibilidad
económica y técnica. Esto se logra mediante la recopilación de datos obtenidos a partir de
muestras de roca, su análisis y la identificación de recursos geológicos. Luego, en la etapa de
Desarrollo de una mina, se trabaja en la planificación y logística de las operaciones mineras,
se obtienen los permisos de extracción y se realizan las construcciones de infraestructura
básica.

En la etapa de Extracción el mineral se obtiene mediante técnicas como la tronadura,
que consiste en la fragmentación de la roca en su estado natural para reducirla a un tamaño
adecuado mediante explosivos para su transporte y posterior procesamiento. La extracción
se realiza por áreas, en un orden específico de acuerdo con la planificación. Esta es estable-
cida en forma anual, mensual e incluso diariamente y es actualizada continuamente. Una
vez llegado al final de la vida útil de una mina, en su cierre, corresponde la Remediación
o remodelación de la tierra a un estado más natural.

En la etapa de Prospección y Exploración es importante establecer la factibilidad de
la extracción y producción de mineral, lo que depende de las posibilidades de que los
minerales puedan ser explotados con beneficio económico considerando los medios técnicos
disponibles. Esto se determina en base a la información de la distribución, continuidad,
y extensión de las propiedades en la roca, así como también el total de toneladas (Jalloh
et al., 2016). Esto se logra mediante la información obtenida de las muestras de roca que se
extraen a una cierta profundidad y distancia específicas, buscando cubrir parte importante
del volumen de estudio. Cada muestra de roca tiene asociadas coordenadas espaciales lo
que permite la construcción de modelos virtuales tridimensionales, los que usualmente son
construidos mediante métodos geoestadísticos para la interpolación de valores en todo el
volumen de interés.

19
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El trabajo desarrollado en esta tesis considera un Modelo de Bloques como representa-
ción virtual tridimensional. Un Modelo de Bloques está compuesto por nodos, donde cada
nodo simboliza una porción del volumen en estudio y está delimitado por una altura, ancho
y largo (Ej: 15 metros de alto, 20 metros de ancho y 20 metros de largo - 6,000m3). En la
Figura 2.1 se aprecian los nodos representados como cubos. Cada nodo tiene una coorde-
nada en un espacio tridimensional y atributos/variables geológicas. Los atributos en una
roca pueden ser su densidad, concentración de un mineral (varios minerales pueden estar
presentes), tipo de alteración en los minerales, tipo de litología, etcétera. Esta estructura
en los datos permite, por ejemplo, identificar zonas de mayor concentración mineral y su
distribución, la cual en la Figura 2.1 se representa con un color rojo más intenso.

Figura 2.1: Ejemplo de representación de modelo de bloques. Basado en (Recmin, 2019)

LTMP y STMP son modelos de bloques. LTMP está compuesto por estimaciones (gene-
radas principalmente por métodos geoestadísticos) en base a los datos extraídos de muestras
puntuales. En el inicio del ciclo de vida de una mina LTMP juega un rol fundamental, ya
que permite establecer, por ejemplo, el total de toneladas que se extraerán de un mineral y
en qué periodos se realizará su producción lo que, a su vez, permite establecer los flujos de
caja y finalmente la factibilidad económica del proyecto. Por otro lado, STMP también está
compuesto por estimaciones en base a una enorme cantidad de muestras que se obtienen
de la roca a medida que esta se extrae. Se considera como la realidad y permite realizar un
seguimiento en el cumplimiento de las metas de producción. STMP crece en función del
avance en la explotación de la mina y es contrastado con LTMP, este proceso se denomina
Reconciliación, y permite evaluar la calidad de las estimaciones en LTMP y corregirlas
(Parker, 2012).

Las estimaciones de concentración de minerales pueden ser validadas de forma gráfica
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y estadística. La revisión gráfica implica visualización tridimensional de secciones y planos
respecto a un atributo. La revisión estadística se realiza de forma global, para todo el
depósito, o de forma local para volúmenes discretos, verificando la consistencia del modelo.

Se dice que se produce dilución cuando concentraciones de minerales pasan desapercibi-
das producto de diferencias en volúmenes empleados para realizar los análisis; esto ocurre,
por ejemplo, cuando ciertos trazos de mineral de alta concentración corresponden a una
parte menor del volumen de un bloque. Algo similar ocurre cuando existe una presencia
heterogénea de minerales. Por esta razón es necesario validar los promedios globales y los
promedios de los datos desagrupados, así como también, verificar que las relaciones espacia-
les y estadísticas entre las variables modeladas correspondan con las relaciones de los datos
originales. Otras formas de validar estimaciones incluyen (1) la comparación con resultados
de otros métodos, pero deben considerarse las diferencias en las propiedades de cada uno,
dado que, por ejemplo, algunos métodos obtienen mejores estimaciones globales mientras
que otros mejores estimaciones locales; (2) la comparación con estimaciones previas y datos
históricos conocidos de producción; así, la capacidad del modelo para estimar operaciones
futuras se puede fundamentar en su capacidad para estimar aquellos datos históricos.

2.1.1. Métodos Geoestadísticos

En la revisión de la literatura realizada en esta tesis se identifica al método Ordinary
Kriging (OK) como el método en geoestadística más empleado para realizar estimaciones
de concentración mineral (Afeni et al., 2020). Este método permite estimar la concentración
mineral en un punto dentro del volumen en estudio de un depósito, en base a la concen-
tración de puntos cercanos. Esto se basa en la suposición de que puntos más próximos
geográficamente tienen valores más similares.

De acuerdo con (Shortridge, 2019) Ordinary Kriging es un método que emplea una
suma ponderada tal como se observa en la Ecuación 2.1 para estimar la concentración
mineral Ŷ0 en un punto p0 para el que no se conoce la concentración. Este requiere las
concentraciones conocidas yi de un grupo determinado de n puntos cercanos pi. A cada
concentración conocida se le asocia un peso wi que es calculado en base a la ubicación de
un punto pi respecto de los demás puntos y respecto del punto p0.

Ŷ0 =
n∑
i=1

wiyi = [w1 · · ·wn]


y1
...
yn

 = wy (2.1)

La formulación de OK define una variable aleatoria Y (pi) = Yi y un estimador lineal
Ŷ , de modo que, Ŷ (p0) = Ŷ0. De esta manera, se busca encontrar el estimador Ŷ0 = wy
de manera que se cumplan las siguientes propiedades:

1. E(Ŷ0) = E(Y0) (imparcialidad). Lo que se satisface si ∑n
i=1wi = 1 y la media µ es

estacionaria (E(Yi) = µ, ∀i) y desconocida.
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2. La varianza de la predicción σ2
ε = E

[
Y0 − Ŷ0

]2
= Var(Y0 − Ŷ0) es minimizada.

El desarrollo de σ2
ε mediante el uso de propiedades de la varianza se presenta en la

Ecuación 2.2. Donde Cov(Yi, Yj), ∀i, j (j = 1, ..., n) es la matriz de covarianza que resulta
del cálculo de las covarianzas entre cada uno de los puntos cercanos a p0. Mientras que
Cov(Yi, Y0)∀i es un vector de covarianzas que resulta del cálculo de las covarianzas entre
cada punto cercano y el punto p0. La función de covarianza usa las coordenadas de las
instancias y de este modo, se incorpora información de cuán similar se espera que los
valores del vecindario sean del valor a estimar.

Var(Y0 − Ŷ0) = Var(Y0) +
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjCov(Yi, Yj)− 2
n∑
i=1

wiCov(Yi, Y0) (2.2)

Para minimizar σ2
ε de manera que ∑n

i=1wi = 1 se emplea el método de multiplicadores
de Lagrange. Esto implica llevar las ecuaciones a una forma Lagrangiana (Ecuaciones 2.3
y 2.4) que se resuelve mediante derivadas parciales y que tiene como resultado un sistema
de ecuaciones lineales denominado Ecuaciones Kriging (Ecuación 2.5).

L = Var(Y0 − Ŷ0) + 2λ
(

n∑
i=1

wi − 1
)

(2.3)

L = Var(Y0) +
n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjCov(Yi, Yj)− 2
n∑
i=1

wiCov(Yi, Y0) + 2λ
(

n∑
i=1

wi − 1
)

(2.4)



w1
...
wn

λ


=



C11 · · · C1n 1
...

...
...

Cn1 · · · Cnn 1

1 · · · 1 0



−1 

C10
...

Cn0

1


(2.5)

Donde λ es un multiplicador de Lagrange que aparece debido a la restricción de im-
parcialidad. En el lado derecho en la Ecuación 2.5 están las covarianzas entre los puntos
cercanos (izquierda) y las covarianzas entre los puntos cercanos y el punto a predecir (de-
recha). La resolución del sistema de ecuaciones permite obtener los valores de los pesos
w.

Inspirados en el método Ordinary Kriging o mediante la modificación de algunos de
sus aspectos, se han desarrollado diversos métodos para adaptarse a propiedades en los
datos disponibles y/o para mejorar la calidad de las estimaciones. Uno de estos méto-
dos es Simple Kriging (SK), una forma más sencilla de OK, método que no considera la
restricción de imparcialidad y además, supone una media µ estacionaria, pero conocida
E(Yi) = E(Y0) = µ, usualmente calculada a partir de la media de todo el conjunto de
datos (Samanta et al., 2004). Estas modificaciones resultan en un sistema de ecuaciones



Capítulo 2. Conceptos Preliminares 23

lineales más sencillo (Ecuación 2.6) y se altera la ecuación del cálculo del valor a estimar
(Ecuación 2.7) (Shortridge, 2019).


w1
...
wn

 =


C11 · · · C1n
...

...
Cn1 · · · Cnn


−1 

C10
...

Cn0

 (2.6)

Ŷ0 =
n∑
i=1

wiyi +
(

1−
n∑
i=1

wi

)
µ (2.7)

El método Ordinary Kriging y variaciones similares garantizan estimaciones locales pre-
cisas, pero mantiene un inconveniente conocido como efecto suavizante, donde el método
sobrestima pequeños valores y subestima grandes valores. Además, en el caso de Simple
Kriging (SK), las estimaciones suelen ser más cercanas a la media que se asume conocida
(Yamamoto, 2005). Otro inconveniente es que el método Kriging no tiene en consideración
la continuidad espacial del mineral. Esto resulta del promedio ponderado entre concentra-
ciones cercanas.

Otras variaciones Kriging son Indicator Kriging (IK), que usa una función indicatriz
que define un umbral que transforma los datos en 0 y 1 (Jafrasteh et al., 2018). Este
método tiene una variación denominada Median Indicator Kriging (MIK) en el cual se
asume que la continuidad espacial de los indicadores en varios límites se puede aproximar
mediante una sola función estructural (Badel et al., 2011). Este método consume menos
tiempo de ejecución, y es recomendable solo bajo ciertas condiciones en los datos; también
existe el método Lognormal Kriging (LK), una variación de OK donde los datos se trabajan
con una distribución log-normal (Samanta et al., 2002); y Residual Kriging (RK) también
conocido como Regression-Kriging donde OK es aplicado sobre los residuales de un modelo
de regresión (Chatterjee et al., 2007).

Los métodos Kriging no son los únicos métodos que han sido empleados para la esti-
mación de concentración de minerales. Desde 1993 (Wu and Zhou, 1993) se ha estudiado el
uso de modelos basados en ML, un área en desarrollo para la que se continúan produciendo
avances y progresos.

2.2. Machine Learning

Machine Learning (ML) es un subcampo de la Inteligencia Artificial, que busca dotar
a las máquinas de la capacidad de aprender de manera automática, por esto el término se
traduce como Aprendizaje Automático. El aprendizaje en este contexto es un proceso en el
que un sistema mejora su desempeño para alguna tarea en base a la experiencia, mediante la
capacidad de detectar de forma automática patrones significativos que permitan ajustar su
comportamiento. La extracción de información de conjuntos de datos se consigue mediante
la optimización de un criterio de desempeño, lo que depende del ajuste de parámetros
que dan forma a un modelo. El modelo por desarrollar puede ser predictivo, para realizar
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estimaciones en el futuro, o descriptivo, para obtener conocimiento de los datos, o ambos
(Alpaydin, 2014).

Los modelos de ML se alimenta de experiencia pasada contenida en conjuntos de datos.
Los conjuntos de datos suelen ser un registro de instancias de un fenómeno en estudio,
donde cada instancia está compuesta por variables relevantes para dicho fenómeno. Estas
variables son denominadas atributos (del inglés, features) y las instancias son denominadas
vectores de atributos.

Por lo general, los conjuntos de datos deben ser preparados antes de ser procesados por
un modelo de ML, lo que implica realizar ciertas modificaciones en el conjunto de datos.
Las modificaciones pueden variar en base a la sensibilidad de los modelos, algunos no
toleran valores ausentes, son muy sensibles a valores atípicos (outliers) y/o requieren que
los valores estén normalizados. En algunos casos, se suele realizar exclusión o selección de
atributos y/o generación de nuevas variables a partir de las existentes, esto dice relación con
la ingeniería de atributos, y es una diferencia importante respecto al preprocesamiento de
los datos requerido para la implementación de modelos DL, enfoque descrito en la sección
2.3. Las modificaciones realizadas tienen como fin mejorar el desempeño de los modelos
(Huang et al., 2015). Como resultado de este proceso se obtiene, para cada instancia, un
vector x con las variables que serán procesadas por el modelo de ML, es decir, los datos
de entrada para éste.

Para algunos fenómenos se dispone de un atributo objetivo o etiqueta, que suele ser
denotado por y. Este atributo es aquel que se busca estimar en base al resto de atributos.
En este escenario en que se dispone de un vector de atributos y una etiqueta, es posible
implementar lo que se denomina enfoque supervisado. Esto permite emplear un modelo
de ML que reciba un i-ésimo vector de entrada xi y genere como salida una estimación ŷi
que es comparada con la etiqueta yi. Esto es parte de lo que se denomina entrenamiento,
donde en base a esta comparación se mide el error en la estimación y se ajusta el modelo,
lo que se realiza de forma iterativa. De este modo, cuando el modelo generado logra captar
de manera correcta las relaciones en los datos y es capaz de realizar estimaciones para para
las instancias en el conjunto de datos, se espera que pueda realizar estimaciones correctas
en escenarios futuros en los que no está disponible la etiqueta.

Otro enfoque denominado aprendizaje no supervisado, no requiere de valores etiqueta;
este enfoque sólo emplea los vectores de entrada para construir modelos de probabilidades
o para agrupar vectores de características similares en base a sus atributos, lo que permite
extraer información y adquirir un mejor entendimiento sobre los datos.

Dependiendo del tipo de estimación a generar, se pueden distinguir (1) modelos de
regresión, que suelen tener solo un valor de salida generado por el modelo, siendo este un
valor numérico continuo y las etiquetas corresponden a valores numéricos, y (2) modelos
de clasificación, donde el objetivo del modelo es determinar a qué clase corresponde un
determinado vector de entrada; para lograr esto se suele disponer de un modelo con tantas
salidas como clases y de todas las salidas aquella que resulta con un mayor valor indica a
qué clase pertenece un vector de entrada. Entre los principales modelos de ML se pueden
mencionar Neural Network (NN), Support Vector Machine (SVM) y Decision Tree (DT).
Estos modelos, orientados a la clasificación, pueden ser modificados para realizar regresión.
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Los modelos de SVM se basan en la teoría de aprendizaje estadístico (Vapnik, 2006).
La idea base de una SVM es buscar un hiperplano separador con el máximo margen entre
subconjuntos de instancias de distinto tipo o clase (etiqueta). Esto se logra mediante una
función denominada kernel para transformar los datos de entrada a una dimensionalidad
mayor (espacio n-dimensional) (Hsu et al., 2008). Por otro lado, los modelos DT son estruc-
turados por una serie de restricciones o condiciones que están organizadas jerárquicamente
y son sucesivamente aplicadas desde un punto inicial denominado raíz, avanzando en bi-
furcaciones, hasta un punto final denominado hoja. La representación gráfica es similar a
la forma de un árbol invertido (Rodriguez-Galiano et al., 2015). Por último, NN es un mo-
delo que se organiza en capas, cada una compuesta por unidades de cómputo, que realizan
transformaciones sucesivas al vector de entrada. NN corresponden a uno de los métodos
más empleados en la literatura revisada y son la antesala para analizar el enfoque de DL,
por ello se describen estos modelos en la sección 2.3.1.

Uno de los principales problemas en ML es la dualidad del entrenamiento (u optimi-
zación) y la generalización. En el entrenamiento se ajusta el modelo para tener el mejor
desempeño posible en el conjunto de datos de entrenamiento, mientras que la generali-
zación se refiere a que tan bien el modelo, ya entrenado, se desempeña sobre instancias
de datos que no ha visto antes (Chollet, 2017). La capacidad de generalización permite
diferenciar un modelo que memoriza los datos de entrenamiento, de uno que aprende los
patrones o relaciones en ellos y, el aprendizaje de los patrones en los datos permite realizar
estimaciones precisas.

El Sobreajuste (Overfitting) es un problema de memorización, donde el modelo se
ajusta demasiado al conjunto empleado para el entrenamiento y por lo tanto empeora su
desempeño en otro conjunto de datos. A mayor overfitting menor capacidad de generaliza-
ción. Se conoce como método de regularización a las técnicas en las que se realiza alguna
modificación en un algoritmo de aprendizaje para mejorar la capacidad de generalización.

En el aprendizaje supervisado existen distintos métodos que permiten validar el modelo
generado y su capacidad de generalización. Uno de estos métodos se denomina Holdout, y
consiste en emplear un conjunto de datos que dispone de etiquetas y dividirlo en dos sub-
conjuntos excluyentes: el primer subconjunto es empleado para ajustar los parámetros del
modelo, proceso que se denomina entrenamiento; el segundo es empleado para comparar las
estimaciones del modelo con las etiquetas, proceso denominado prueba. Adicionalmente,
se suele separar un tercer subconjunto que es empleado para ajustar manualmente pará-
metros del modelo que no son entrenables, denominados hiperparámetros, lo que se realiza
de forma sucesiva, previo a la prueba final del modelo. Los resultados sobre el conjunto
de prueba se consideran una aproximación a la capacidad de generalización del modelo, es
decir, de su rendimiento esperado sobre casos nuevos, de allí la importancia de “ocultar”
una parte de los datos durante el proceso de entrenamiento. Otros métodos más elabora-
dos son k-Fold Cross Validation, Leave-One-Out Cross-Validation y Stratified k-Fold Cross
Validation, que dividen los datos de diferentes maneras, pero mantienen la idea base de
entrenamiento y prueba con subconjuntos excluyentes (Arlot and Celisse, 2010).

El desempeño de los modelos se mide de manera concreta mediante métricas. En el caso
de aprendizaje supervisado las etiquetas se comparan con las estimaciones del modelo. Esta
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comparación difiere según se realice regresión o clasificación. Las métricas más empleadas
para regresión son Mean Absolute Error (MAE) y Mean Squared Error (MSE), descritas
en las ecuaciones 2.8 y 2.9, respectivamente. Donde I representa la cantidad de instancias
para las que se realizan estimaciones.

MAE = 1
I

I∑
i=1
|yi − ŷi| (2.8)

MSE = 1
I

I∑
i=1

(yi − ŷi)2 (2.9)

En el caso de clasificación, algunas de las métricas más empleadas son Accuracy, Pre-
cision y Recall, descritas en las ecuaciones 2.10, 2.11 y 2.12. Estas métricas se basan en
un conteo, en un escenario donde existe la clase positivo y negativo, de modo que, para
una entrada determinada, si el modelo estima que pertenece a la clase positivo y acierta,
se denomina verdadero positivo (VP); de lo contrario, si el modelo estima positivo y falla,
se denomina falso positivo (FP); si el modelo estima que pertenece a la clase negativo y
acierta, se denomina verdadero negativo (VN); y de lo contrario si estima que pertenece a
la clase negativo y falla, se denomina falso negativo (FN).

Accuracy = V P + V N

V P + V N + FP + FN
(2.10)

Precision = V P

V P + FP
(2.11)

Recall = V P

V P + FN
(2.12)

Cada métrica aporta información de la capacidad de un modelo desde puntos de vista
diferentes, por lo que se complementan. Mientras Accuracy es el número de predicciones
correctas realizadas por el modelo sobre todas las estimaciones realizadas, la precisión es
intuitivamente la capacidad del clasificador de no etiquetar como positiva una instancia
que es negativa y Recall, también llamada sensibilidad, es intuitivamente la capacidad del
clasificador para encontrar todas las instancias positivas. También, debido a las caracte-
rísticas de cada métrica, adquieren mayor o menor relevancia en base al problema que se
busque resolver.

Otro aspecto relevante es la comparación del desempeño entre modelos, en ciertas
disciplinas la comparación entre modelos se realiza mediante los puntajes obtenidos en las
métricas de desempeño, lo que se puede complementar con la aplicación de test estadísticos
como Wilcoxon (García-Floriano et al., 2018).
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2.3. Deep Learning

Los modelos de Machine Learning (ML) funcionan bastante bien en una variedad de
problemas importantes. Sin embargo, estos modelos no han tenido éxito en resolver proble-
mas centrales de Inteligencia Artificial, como reconocimiento de voz o reconocimiento de
objetos. El desarrollo del Deep Learning (DL) como subcampo del ML, ha sido motivado
en parte por la falta de capacidad de modelos tradicionales para alcanzar una buena gene-
ralización en dichas tareas de Inteligencia Artificial. Esto ocurre debido a que el desarrollo
de modelos con capacidad de generalización se vuelve más difícil cuando se trabaja con
datos de alta dimensión y como los mecanismos utilizados para lograr la generalización
en ML tradicional son insuficientes para aprender funciones complejas en espacios de al-
ta dimensión, estos espacios también suelen imponer altos costos computacionales. DL se
diseñó para superar estos y otros obstáculos (Goodfellow et al., 2016).

A continuación se presentan los modelos DL empleados en esta tesis. Se inicia con
una explicación del funcionamiento de las Redes Neuronales para introducir conceptos
relacionados con DL. Luego, se presentan conceptos relacionados con las Redes Neuronales
Recurrentes o Recurrent Neural Network (RNN) y Redes Neuronales Convolucionales o
Convolutional Neural Network (CNN), donde se explica parte de su funcionamiento y se
presentan las variaciones implementadas Long Short-Term Memory (LSTM) y CNN de
una dimensión.

2.3.1. Feedforward Neural Networks

El modelo de Neural Network (NN) está compuesto por unidades de cómputo, usual-
mente denominadas neuronas artificiales. Dentro del modelo, las neuronas son organizadas
en capas y cada capa puede tener un número diferente de neuronas. En general, todas
las neuronas dentro de una misma capa realizan su cómputo en paralelo. Existen variados
tipos de NN que se diferencian en base al tipo de neurona que compone la red, en base a
la forma en la que fluye la información dentro de la red, etcétera. Una red bastante repre-
sentativa es la Feedforward Neural Network (FNN) que recibe una entrada x que brinda
información inicial y produce una salida ŷ, la información fluye desde la primera capa,
avanzando a través de la red de capa en capa hasta llegar a la capa de salida (Goodfellow
et al., 2016). Dentro de los modelos FNN existe un modelo denominado Densely-Connected
Neural Network (o Fully-Connected Neural Network) donde cada neurona en una capa tie-
ne conexiones con cada una de las neuronas en la siguiente capa, este modelo es muy
representativo y se suele omitir la diferencia, siendo mencionado como FNN.

Todo modelo FNN tiene una capa de entrada, capas ocultas y una capa de salida. La
capa de entrada es la primera capa del modelo y como su nombre lo indica es la capa por
donde ingresa la información. El tamaño de la capa de entrada, depende del tamaño del
vector de entrada. La capa de salida es la última capa que, en problemas de regresión,
suele estar compuesta por solo una neurona mientras que en problemas de clasificación se
emplean tantas neuronas como clases a identificar. Las capas ocultas son todas las capas
entre las capas de entrada y de salida. Estas partes de un modelo FNN están señaladas en
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la Figura 2.2, en donde se presenta un modelo de tres capas ocultas.

Capa de entrada Capa ocultas Capa de salida
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W
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Figura 2.2: Ejemplo de Feedforward Neural Network

Las capas ocultas y la capa de salida están compuestas por neuronas. Cada neurona
recibe una serie de valores de la capa anterior, procesan estos valores y generan un valor
de salida. Los valores generados por cada neurona en una capa son transmitidos a cada
una de las neuronas en la siguiente capa. En general, una neurona artificial asocia un peso
a cada conexión con las neuronas de una capa anterior. Estos pesos son empleados para
realizar una suma ponderada con los valores de entrada. A esta suma ponderada se agrega
un valor denominado sesgo y el resultado es entregado como argumento a una función,
denominada función de activación.

En la Figura 2.3 se presenta una neurona artificial, donde cada valor que ingresa está
representado por xp, donde p = 1, . . . , P , con sus respectivos pesos representados por wp
asociados a cada conexión. Una vez ingresan valores a la neurona se realiza una suma
ponderada, a la que se suma el sesgo, representado por b. El sesgo y los pesos son los
parámetros que se deben ajustar en el proceso de entrenamiento para mejorar el desempeño
de una Red Neuronal. El sesgo es un valor que permite ajustar el resultado a obtener de
la función de activación. La función de activación, representada por f , actúa como filtro y
condiciona la salida en base a la suma ponderada y el sesgo.

Si bien se puede realizar un análisis de la arquitectura de una red al nivel de una
neurona, los cálculos se realizan por capas, y se suele definir en términos de matrices y
vectores, que es más cercano a la forma en que se trabajan los datos en la implementación
de los modelos. Debido a esto, se puede definir un modelo FNN como un conjunto H de
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Figura 2.3: Ejemplo de neurona artificial.

capas h(d) con d = 1, . . . , D, donde la primera capa en el modelo es representada por h(0).
Los pesos, que a nivel de una neurona podrían ser representados por un vector, en una capa
son representados por una matriz y los sesgos en una capa son agrupados en un vector.

De acuerdo con la ecuación 2.13 una capa h(d) tiene una matriz de pesos W (d) y un
vector b(d) asociados. Cada elemento en la matriz de pesos está asociado a una conexión
entre una capa oculta h(d) y la capa anterior. Las dimensiones de una matriz de pesos son
n ×m donde n es la cantidad de neuronas en la capa oculta h(d) y m es la cantidad de
neuronas en la capa anterior. Por otro lado, los sesgos son representados por un vector b(d)

de n elementos, donde cada valor de sesgo está asociado a su respectiva neurona en la capa
oculta h(d).

W (d) =



W
(d)
1,1 W

(d)
1,2 . . . W

(d)
1,m

W
(d)
2,1 W

(d)
2,2 . . . W

(d)
2,m

...
... . . . ...

W
(d)
n,1 W

(d)
n,2 . . . W

(d)
n,m


; b(d) =



b
(d)
1

b
(d)
2
...
b

(d)
n


; x =



x1

x2
...
xp


(2.13)

Entonces las operaciones realizadas por cada neurona en la d-ésima capa pueden ser
representadas mediante la Ecuación 2.14. Esta ecuación considera los elementos que com-
ponen una neurona artificial antes mencionados, una función de activación, pesos, sesgos
y una entrada. En la ecuación, el vector de entrada para una capa h(d) corresponde a la
salida generada por la capa anterior h(d−1), lo que captura el funcionamiento de una FNN
donde la información fluye de capa en capa. En el caso de la primera capa oculta h(1) el
elemento h(d−1) en la ecuación correspondería al vector de entrada x.

h(d) = f (d)
(
W (d)h(d−1) + b(d)

)
(2.14)

La función de activación tiene un rol importante en la capacidad que tiene una Red
Neuronal. Sin una función de activación la capa descrita en la Ecuación 2.14 constaría de un



Capítulo 2. Conceptos Preliminares 30

producto punto (producto entreW y x) y una adición (adición de sesgo), dos operaciones
lineales. La capa solo sería capaz de aprender transformaciones lineales de los valores de
entrada. Por lo tanto, una función no lineal o de activación es necesaria para ampliar
la capacidad de un modelo, pues brinda la habilidad de capturar relaciones no lineales.
Rectified Linear Unit (ReLU) (Ecuación 2.15) es un ejemplo de función de activación.

ReLu(z) = max(0, z) (2.15)

La salida de la última capa h(D) para un modelo de D capas corresponde a una es-
timación ŷ. En el caso de una regresión, esta salida correspondería a un valor escalar,
mientras que en una tarea de clasificación, correspondería a un vector compuesto por un
valor asociado a cada clase. En la Ecuación 2.16 se puede ver el desarrollo completo de la
última capa, que en un inicio involucra la capa anterior D − 1 (penúltima capa), que a su
vez requiere de la capa anterior D − 2, lo que se repite hasta llegar a la primera capa que
contempla el vector de entrada x. En esencia la última capa es el resultado de la ejecución
iterativa de funciones que realizan transformaciones en los datos.

ŷ = h(D)

= f (D)
(
W (D)h(D−1) + b(D)

)
= f (D)

(
W (D)

[
f (D−1)(W (D−1)h(d−2) + b(D−1))

]
+ b(D)

)
= f (D)

(
W (D)

[
f (D−1)(W (D−1) . . . [W (1)x+ b(1)] . . .+ b(d−2))

]
+ b(D−1)

) (2.16)

En el entrenamiento de una NN, se busca encontrar el conjunto de valores para sus pa-
rámetros (pesos y sesgos), de modo que, para cada vector de entrada, la salida producida
por la red sea igual (o muy parecida) a la salida esperada. Un algoritmo ampliamente em-
pleado para la búsqueda de estos valores es Back-propagation (Rumelhart et al., 1986). Este
algoritmo establece que mediante la definición de una función de error y su optimización
es posible calcular el ajuste de sus parámetros.

La función de error se suele denominar “función de costo” y su optimización se realiza
mediante el cálculo del gradiente. Los valores que genera la función de costo dependen de los
valores que tengan los parámetros de la red y el gradiente permite determinar cómo deben
ajustarse los parámetros para minimizar la función de costo. En la Figura 2.4 se muestra
un ejemplo para un modelo que depende solo de un parámetro y, en base a los valores
que adopta este parámetro, se forma una curva de los valores que genera la función de
costo. Dado un valor específico en los parámetros, el cálculo del gradiente permite obtener
la dirección en la que los parámetros deben ser ajustados. Repetir el proceso del cálculo
de gradiente permite moverse en la curva hasta llegar a un costo mínimo. Esto se puede
observar en la Figura 2.4.

En la práctica, una red tendrá una enorme cantidad de parámetros, y cada parámetro,
puede adquirir una variedad de valores. Debido a esto, cada parámetro puede considerarse
una dimensión. Si un parámetro permite formar una curva en dos dimensiones (Figura 2.4),
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Figura 2.4: Descenso del gradiente para un parámetro. Basado en (Chollet, 2017)

dos parámetros generarían un espacio tridimensional y así sucesivamente. Cada conjunto
de parámetros constituirá un espacio distinto y los valores que tengan los parámetros
en un momento determinado, corresponderán a un punto en este espacio. El descenso
del gradiente permite navegar en este espacio de soluciones, esto en busca de los valores
adecuados para los parámetros de la red, que generen un costo mínimo.

La función de costo J compara la salida esperada y (etiqueta), con la salida de la red
h(D), como se muestra en la Ecuación 2.17.

J = Costo(y, ŷ) (2.17)

La función de costo varía según el tipo de problema y suelen ser métricas de desempeño
como MAE o MSE, tal como se muestra en la Ecuación 2.18, que presenta un ejemplo
empleando la función MSE, donde I es el tamaño del conjunto de instancias, ŷi la salida
generada para la instancia i y yi la etiqueta correspondiente.

J = MSE = 1
I

I∑
i=1

(yi − ŷi)2 (2.18)

El cálculo del gradiente de la función de costo (∇J) se puede realizar por separado para
cada instancia i y luego calcular un promedio, tal como se muestra en la Ecuación 2.19.
Para el ejemplo de función de costo en la Ecuación 2.18 su forma Ji para una instancia
i se presenta en la Ecuación 2.20, donde el índices i ahora está implícito. Este cambio se
realiza en base a la regla de derivada de sumas1.

1La regla de suma en derivadas establece que la derivada de la suma de dos funciones diferenciables es
igual a la suma de la derivación de cada función por separado: d(u+v)

dx
= du

dx
+ dv

dx
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∇J = 1
I

I∑
i=1
∇Ji (2.19)

Ji = (y − ŷ)2 (2.20)

El cálculo del gradiente ∇Ji se descompone en derivadas parciales respecto a cada
parámetro en la red y para su implementación se pueden agrupar por capas, tal como se
muestra en la Ecuación 2.21.

∇Ji =
[

∂Ji

∂W (D) ,
∂Ji

∂b(D) , . . . ,
∂Ji

∂W (d) ,
∂Ji

∂b(d) , . . . ,
∂Ji

∂W (1) ,
∂Ji

∂b(1)

]
(2.21)

El detalle de cada derivada parcial en una d-ésima capa se observa en la Ecuación 2.22.
Cada W (d)

j,k es un peso, donde j es el índice de las neuronas de la d-ésima capa y k es el
índice de las neuronas de la capa anterior. Cada b(d)

j corresponde a los sesgos, donde j es el
índice de las neuronas de la d-ésima capa. Para efectos prácticos los cálculos se manipulan
a nivel de capa en torno a vectores y matrices.
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(2.22)

Resolver cualquiera de las derivadas parciales requiere de la regla de la cadena2 en
derivadas. Si se considera el gradiente de la función de costo para los pesos de la última
capa D resulta en la Ecuación 2.23, esto dado que la función de costo J incluye h(D), que
a su vez incluye W (D).

∂J

∂W (D) = ∂J

∂h(D)
∂h(D)

∂W (D) (2.23)

De la Ecuación 2.23 todos los términos son conocidos y derivables, pero es conveniente
redefinir h(d) para los cálculos posteriores, de modo que:

h(d) = f (d)
(
z(d)

)
(2.24)

z(d) = W (d)h(d−1) + b(d) (2.25)

De esta forma, la ecuación 2.23 se puede desarrollar más y resulta en:

2La regla de la cadena en derivadas establece que dadas dos funciones diferenciables v = f(u) y u = g(x)
la derivada de v respecto a x será igual a dv

dx
= dv

du
du
dx
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∂J

∂W (D) = ∂J

∂h(D)
∂h(D)

∂z(D)
∂z(D)

∂W (D) (2.26)

Calcular las derivadas parciales en la Ecuación 2.26 es más cómodo, ya que, el término
∂h(D)

∂z(D) es la derivada de las funciones de activación y su cálculo se puede realizar por
separado. Si se continua con la derivada parcial en la capa D − 1 (aplicando de forma
reiterada la regla de la cadena) resulta la Ecuación 2.27.

∂J

∂W (D−1) = ∂J

∂h(D)
∂h(D)

∂z(D)
∂z(D)

∂h(D−1)
∂h(D−1)

∂z(D−1)
∂z(D−1)

∂W (D−1) (2.27)

Si se comparan las Ecuaciones 2.26 y 2.27, se observa que las primeras dos derivadas
parciales aparecen en ambas. Estos términos corresponden al error de la última capa D
que se transfiere a la capa anterior D − 1. Este error se suele representar con δ(d) y para
la última capa corresponde a la Ecuación 2.28

δ(D) = ∂J

∂h(D)
∂h(D)

∂z(D) (2.28)

Este error se transfiere de capa en capa, por lo que se va acumulando. El error que se
transfiere de la capa D − 1 a la capa D − 2 incluiría δ(D) como se muestra en la siguiente
Ecuación

δ(D−1) = δ(D) ∂z(D)

∂h(D−1)
∂h(D−1)

∂z(D−1) (2.29)

De esta manera el error en la estimación producida por la red se propaga hacia atrás
(Back-propagation) desde la última capa hasta la primera, lo que permite asociar el error
en la estimación producida por la última capa con la contribución que realiza cada neurona
desde el inicio.

Una vez calculado el promedio del gradiente para todas las instancias, este se invierte,
ya que el objetivo es minimizar la función de costo, tal como se muestra en la Ecuación
2.30, donde θ representa todos los parámetros en la red, η es un factor que determina la
contribución del ajuste calculado, este factor se denomina ratio de aprendizaje (del inglés,
learning rate) y θ′ los nuevos valores para los parámetros.

θ
′ = θ − η∇J(θ) (2.30)

Las Ecuaciones 2.19 y 2.30 implican que el ajuste de los parámetros se realiza en base al
promedio del ajuste calculado para todo el conjunto de datos. Esta es una forma de realizar
el descenso del gradiente que se denomina Batch Gradient Descent. Existe otra variación
denominada Stochastic Gradient Descent (SGD) que consiste en calcular el ajuste para
una instancia e inmediatamente ajustar los pesos, lo que se repite por cada instancia.
Esta variación tiene un mejor desempeño (Ruder, 2016). Además, existen otras formas de
optimizar el descenso del gradiente, estos métodos son descritos en la sección 4.3

Las Redes Neuronales también son propensas al sobreajuste y por ello se han propuesto
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técnicas de regularización. Una de estas técnicas se denomina Dropout (Srivastava et al.,
2014), que durante el proceso de entrenamiento ignora un porcentaje de neuronas y reduce
a cero los valores de salida de estas neuronas en una capa. Las neuronas por ignorar se
seleccionan de manera aleatoria. Un ejemplo sencillo de la aplicación de dropout sobre la
capa de entrada y las capas ocultas en una Red Neuronal aparece en la Figura 2.5. El
ignorar de forma aleatoria distintas neuronas en el proceso de entrenamiento, ralentiza el
proceso de aprendizaje, pero impide que la estimación dependa de unas pocas neuronas.

(a) Red Neuronal sin dropout (b) Red Neuronal tras de aplicar dropout

Figura 2.5: Ejemplo de cambio tras el uso de dropout. Basado en (Srivastava et al., 2014)

Muchos de los elementos que componen una red neuronal como el número de capas,
el número de neuronas en cada capa, la cantidad de neuronas de salida, las funciones de
activación por cada capa, etc. pueden ser definidos en base al problema a resolver y es
esta versatilidad, entre otros factores, lo que permite que este modelo tenga resultados
sobresalientes en diversas áreas del conocimiento.

2.4. Redes Neuronales Recurrentes
Como se describió antes, una FNN recibe vectores de entrada xi y emplea pesos para

generar una estimación ŷi y mediante un proceso de entrenamiento se busca ajustar los
pesos para que las estimaciones se acerquen al valor real yi. En este esquema la Neural
Network modela la relación entre el vector de entrada y la salida esperada, asumiendo que
existe independencia entre vectores de entrada. Esto no es un inconveniente en la solución
de diversos problemas, pero comienza a afectar la eficiencia del modelo en cuanto el orden
en los datos resulta más relevante. Esto ocurre en la interpretación de texto, donde el orden
en las palabras puede cambiar el significado de una oración, o en la estimación del clima,
información que está sujeta a las estaciones del año o la hora del día, etcétera. En esta tesis
los datos mantienen un orden espacial en la distribución de concentración de minerales y
un modelo que sea capaz de capturar esta relación espacial debería tener el potencial de
ofrecer una solución más eficiente.

Las Recurrent Neural Networks (RNN) son un tipo de NN que tienen la habilidad para
que información persista en una secuencia de entradas. Esto es posible debido a que opera
en forma iterativa, tal como se ve en la Figura 2.6a, donde se emplea el vector de entrada
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para producir una salida, pero también mantiene una conexión de retroalimentación. Si
desplegamos la forma compacta presentada en la Figura 2.6a resulta la Figura 2.6b, donde
se puede apreciar que en diferentes iteraciones t − 1, t y t + 1 la Red Neuronal recibe un
vector de entrada distinto y genera una salida distinta. Además, en cada iteración se recibe
y transmite información de una iteración a otra, lo que se denomina estado h (Goodfellow
et al., 2016).

h

o

Wx

Wo

Wh

x

(a) Versión resumida

h
(t−1)

h
(...)

o
(t−1)

Wh

h
(t)

o
(t)

x
(t+1)

h
(t+1)

o
(t+1)

x
(t)

h
(...)

x
(t−1)

Wh Wh Wh

Wo Wo Wo

Wx Wx Wx

(b) Versión extendida

Figura 2.6: Gráfico computacional de red neuronal recurrente. Basado en (Goodfellow et al.,
2016)

En la Figura 2.6a se aprecia un grafo que resume el flujo de información en una RNN,
en esta red, la estructura puede separarse en tres partes, cada una parametrizada por un
conjunto distinto de pesos: las conexiones entre unidades de entrada y unidades ocultas
son parametrizadas por la matriz de pesos Wx; las conexiones recurrentes entre unidades
ocultas son parametrizadas por la matriz de pesos Wh; y las conexiones entre unidades
ocultas y la capa de salida son parametrizadas por Wo.

Si nos ubicamos en una iteración t el estado h(t) será el resultado de la transformación
de los datos de entrada (Wxx

(t)) más el estado de la iteración anterior h(t−1) ponderado
por la matriz Wh más el sesgo bh, lo que corresponde a la Ecuación 2.31, donde f es una
función de activación.

h(t) = f
(
Wxx

(t) +Whh
(t−1) + bh

)
(2.31)

El estado h(t) obtenido será usado en la iteración actual, donde es ponderado con los
pesos Wo para generar la salida o(t) tal como se muestra en la Ecuación 2.32, donde bo
también son sesgos.

o(t) = Woh
(t) + bo (2.32)
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La salida o(t) permite obtener una estimación ŷ(t), como se muestra en la Ecuación 2.33,
donde fŷ es otra función de activación. El estado h(t) también será empleado en la siguiente
iteración. Finalmente, la repetición de este proceso, no solo permite que un estado anterior
afecte al siguiente estado y a su vez una estimación, sino que además, los primeros estados
mantienen una influencia en las últimas estimaciones, algo similar a un efecto dominó.

ŷ(t) = fŷ(o(t)) (2.33)

Existen tres patrones principales de las RNN: (1) una RNN que genera una salida en
cada tiempo t y que tiene conexiones recurrentes entre capas ocultas (caso que se abordó
en párrafos anteriores y cuya representación gráfica se incluye en la Figura 2.6b); (2) una
RNN que genera una salida en cada tiempo t y que solo tiene conexiones recurrentes desde
la salida o(t) hasta las capas ocultas en un tiempo t + 1; y (3) una RNN con conexiones
recurrentes entre capas ocultas que lee una secuencia de vectores de entrada y solo tiene
una salida (Goodfellow et al., 2016).

2.4.1. Long Short-Term Memory

En la estimación de recursos minerales las conexiones recurrentes y la transmisión de
un estado entre iteraciones, puede permitir captar relaciones espaciales y la continuidad
entre distintos puntos/nodos en el volumen en estudio. Long Short-Term Memory (LSTM)
es un tipo de RNN que aumenta la capacidad de mantener estados generados en iteraciones
anteriores, dado que una RNN estándar tiene bajo desempeño cuando existe una brecha de
información relevante entre alguna iteración anterior y la iteración actual (Bengio et al.,
1994). Por lo que un modelo LSTM resulta promisorio para construir un modelo que tenga
en cuenta la dependencia espacial.

El aprendizaje en un contexto donde existe una brecha de información relevante entre
iteraciones, se vuelve complejo principalmente debido a que el gradiente en el proceso de
back-propagation (necesario para la adecuada actualización de parámetros) se puede volver
muy pequeño (problema denominado vanishing gradient) o muy grande (problema deno-
minado exploding gradients). Para enfrentar este problema (Hochreiter and Schmidhuber,
1997) proponen el modelo LSTM que incluye una serie de aspectos adicionales al enfoque
RNN mencionado en la sección anterior.

Si realizamos un acercamiento a la Figura 2.6b resaltando los flujos de información en
una RNN y su funcionamiento interno resulta la Figura 2.7. Cada flujo se corresponde con
la Ecuación 2.31, en el centro la función de activación se alimenta de un vector de entrada
más el estado generado en la iteración anterior, para generar un nuevo estado y una salida.

Por otro lado, el algoritmo LSTM presenta una estructura más compleja al incluir
una compuerta de entrada i(t), una compuerta de salida o(t) y un estado interno E(t)

separado del estado de salida h(t) en cada iteración. La compuerta de entrada permite
proteger el contenido en memoria de perturbaciones generadas por entradas irrelevantes.
De la misma manera, la compuerta de salida protege de perturbaciones generadas por
información irrelevante ya presente en memoria. El estado interno ya no tiene una relación
tan cercana con la salida generada en cada iteración, pasando de una iteración a otra
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f

h(t)

x(t)

h(t+1)

x(t+1)

h(t−1)

x(t−1)

Figura 2.7: Célula RNN. Basado en (Olah, 2015)

sufriendo leves cambios. Con todo lo mencionado un diagrama de los flujos de información
y su funcionamiento interno resultaría en la Figura 2.8

E (t−1)
h(t−1)

x(t−1)

E (t+1)
h(t+1)

x(t+1)

fi

i(t)
× o(t)

fofE

E (t)

+

h(t)

x(t)

fh

×

Figura 2.8: Célula original LSTM

El primer paso en el flujo de datos es la generación de valores candidatos que serán
sumados al estado interno proveniente de la iteración anterior E(t−1). Estos valores candi-
datos Ẽ(t) se generan mediante la Ecuación 2.34, donde fE es una función de activación
como tanh, WE son pesos y bE son los sesgos.

Ẽ(t) = fE
(
WE [x(t), h(t−1)] + bE

)
(2.34)

El segundo paso es seleccionar qué nueva información será incluida en el estado interno
mediante la compuerta de entrada, una capa definida por la Ecuación 2.35 donde fi es
una función de activación como la función sigmoide, Wi son pesos y bi son los sesgos.
Los valores generados por una función sigmoide se encuentran entre 0 y 1, por lo que al
multiplicar el resultado de la compuerta de entrada por los candidatos, un 0 implicaría el
descarte de un valor y un 1 implicaría conservarlo sin cambios.

i(t) = fi
(
Wi[x(t), h(t−1)] + bi

)
(2.35)

El siguiente paso es actualizar el estado de acuerdo con la Ecuación 2.36 al sumar los
valores candidatos una vez que han sido filtrados mediante la compuerta de entrada.
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E(t) = E(t−1) + i(t)Ẽ(t) (2.36)

El estado de salida, definido en la Ecuación 2.38, es generado una vez que el nuevo
estado E(t) es sometido a la función de activación fh, como la función tanh para que los
valores estén entre -1 y 1. El resultado de esta transformación es filtrado por la compuerta
de salida, capa definida por la Ecuación 2.37, donde fo es una función de activación como
la función sigmoide, Wo son pesos y bo son los sesgos.

o(t) = fo
(
Wo[x(t), h(t−1)] + bo

)
(2.37)

h(t) = o(t)fh
(
E(t)

)
(2.38)

En el trabajo de (Gers et al., 1999) se identifica un problema relacionado con el tra-
tamiento de la memoria en una LSTM, donde determina que los mismos factores que le
permiten aumentar la capacidad de mantener información entre varias iteraciones, produ-
cen una acumulación de información que desemboca en una saturación de memoria. Por
esto, proponen la inclusión de una compuerta de olvido que permita filtrar los valores en
el estado interno procedentes de una iteración anterior. La compuerta de olvido, definida
en la Ecuación 2.37, comparte la misma estructura que las otras compuertas, donde fσ es
una función de activación como la función sigmoide, Wσ son pesos y bσ son los sesgos.

σ(t) = fσ
(
Wσ[x(t), h(t−1)] + bσ

)
(2.39)

Este cambio en la ecuación del estado interno resulta en la Ecuación 2.40. Mientras
que el diagrama con los flujos de información resulta en la Figura 2.9. Esta versión del
algoritmo LSTM es la que se emplea en el desarrollo e implementación de algunos de los
experimentos presentados en esta tesis.

E(t) = σ(t)E(t−1) + i(t)Ẽ(t) (2.40)
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Figura 2.9: Célula LSTM con compuerta para olvido. Basado en (Olah, 2015)
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2.5. Redes Neuronales Convolucionales
Otra de las principales arquitecturas en DL son las Redes Neuronales Convolucionales

(Convolutional Neural Networks -convnets o CNN), empleadas principalmente para pro-
cesar datos que tienen una topología de dos dimensiones (2D) similar a una cuadrícula
como las imágenes. Una CNN emplea una operación matemática llamada convolución, un
tipo de operación lineal que consiste en aplicar una función que se denomina Kernel sobre
datos de entrada, de modo que, la salida sea de menor tamaño y con ciertas características
realzadas (Goodfellow et al., 2016).

En la Figura 2.10 se presenta un ejemplo de la operación de convolución, donde se
aplica un kernel (2x2) sobre una imagen de entrada (3x4), donde el valor asociado a cada
píxel es representado por letras. La convolución resulta del producto punto entre el kernel
y una porción de la imagen. Los cuadrados con flechas indican cómo se forma el elemento
superior izquierdo de la imagen de salida tras aplicar el kernel sobre la parte superior
izquierda de la imagen de entrada.

a b c d

e f g h

i j k l

w x

y z

Entrada

Kernel

aw+ bx

+ ey+ fz

bw+ cx

+ fy+ gz

cw+ dx

+ gy+ hz

ew+ fx

+ iy+ jz

fw+ gx

+ jy+ kz

gw+ hx

+ ky+ lz

Salida

Figura 2.10: Ejemplo de operación convolución. Donde kernel se restringe a posiciones
dentro de la imagen de entrada. Basado en (Goodfellow et al., 2016)

En la implementación de una CNN la entrada y salida se denominan “feature map”. En
la Figura 2.11 se presenta un ejemplo del funcionamiento de una capa convolucional, con un
“feature map” de tres “canales” ya que, corresponde a una imagen en formato RGB (rojo,
verde y azul) y para cada color hay un canal, que es una matriz del mismo tamaño que la
imagen original con valores asociados a un color. El feature map de salida está determinado
por las dimensiones de la imagen de entrada y por la cantidad de “filtros”. Cada filtro está
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constituido por un kernel distinto y codifica aspectos específicos de los datos de entrada.
En la figura se están empleando 4 filtros, cada flujo indicado por las flechas representa
un filtro distinto. En primera instancia se aplica la operación convolución en la imagen de
entrada por cada color de forma independiente y luego se suman elemento por elemento
para generar una única matriz denominada “response map” (Dumoulin and Visin, 2018).
La profundidad o canales del feature map de salida dependerá de la cantidad de filtros.

Producto
punto

Suma por
elementoEntrada Salida

Figura 2.11: Funcionamiento de una capa de convolución. Basado en (Dumoulin and Visin,
2018)

En la práctica, una capa convolucional es implementada junto a otros tipos de capas,
como las capas Pooling, que realizan operaciones para reducir una imagen de entrada.
Estas operaciones no realizan un producto punto en base a un kernel, pero emplean una
ventana tipo kernel sobre la que se selecciona el valor mayor (Max Pooling) o se genera un
promedio (Average Pooling). Estas capas buscan reducir un feature map de forma drástica.
En la Figura 2.12a se presenta un ejemplo donde se emplea una ventana 2x2 para realizar la
operación Average Pooling en la imagen de entrada de 3x4. En la Figura 2.12b se presenta
un ejemplo de la operación Max Pooling. En ambos ejemplos los cuadrados con flechas
indican cómo se forma el elemento superior izquierdo de la imagen de salida tras aplicar la
operación correspondiente. La aplicación reiterada de capas convolucionales en combinación
con otros tipos de capas como las capas Pooling, permite extraer características de los datos,
permitiendo representaciones modulares de forma eficiente.
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(a) Average Pooling
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(b) Max Pooling

Figura 2.12: Ejemplo de operaciones Pooling

2.5.1. Redes Convolucionales 1D

El modelo CNN tiene una forma de procesar los datos que no está limitada a imá-
genes. Las operaciones que se realizan sobre los datos de dos dimensiones (2D) han sido
adaptadas para poder trabajar con datos de 1D, en especial cuando se trata de secuencias
de datos donde el orden es relevante, como palabras en una oración, datos de vibraciones
en un dispositivo industrial, o cambios en dispositivos electrónicos como un acelerómetro
(Goodfellow et al., 2016). El tiempo, espacio u orden es tratado en los datos como una
dimensión, tal como el ancho o largo en una imagen. En el caso del problema presentado
en esta tesis en donde se cuenta con nodos en un espacio tridimensional, un modelo como
CNN tiene el potencial para tener en consideración relaciones espaciales que determinan la
concentración mineral. De acuerdo con los resultados de la revisión de la literatura realiza-
da por (Kiranyaz et al., 2020), recientemente se han publicados trabajos principalmente en
las áreas de Reconocimiento Automático de Voz (Automatic Speech Recognition - ASR),
Monitoreo de electrocardiogramas, Detección de Daño Estructural en base a vibraciones,
entre otros, pero ningún trabajo se relaciona con la estimación de concentración mineral o
algún problema en donde la relación espacial sea un aspecto relevante.

(Abdel-Hamid et al., 2014) es sino el primer trabajo que plantea el uso de una Red
Convolucional para datos de una dimensión, específicamente para el ASR. Aquel trabajo
define la operación de convolución para datos de una dimensión de acuerdo con la Ecuación
2.41, donde Qj es el “response map” de salida que resulta de la aplicación de un filtro
j (j = 1, . . . , J) mediante la operación convolución sobre un “feature map” de entrada
compuesto por canales Oi, con i = 1, . . . , A y f es una función de activación. A es la
profundidad, donde cada i es un atributo. El símbolo ∗ representa la operación convolución
entre Oi y el kernel wi,j que es un vector 1D, a diferencia del kernel en una operación 2D
donde el kernel es una matriz.

Qj = f

(
A∑
i=1

Oi ∗ wi,j

)
(2.41)

En la Figura 2.13 se representa un ejemplo de operación de convolución 1D, donde
las instancias están ordenadas en base a su temporalidad, primero las más recientes y al
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final las más antiguas. Cada columna es una instancia y cada fila un atributo o variable
distinto (Oi). Se define una ventana de tamaño 5, lo que significa que se recorrerá la
entrada considerando de a 5 instancias (columnas) para aplicar la operación convolución.
Esto es similar a lo que se explicó en la sección anterior para una convolución 2D, donde se
extraen partes 2D de una imagen a las que se les aplica una transformación idéntica. De la
misma manera, para la operación de convolución 1D, la cantidad de atributos en la salida
está determinada por la cantidad de filtros J a emplear (Chollet, 2017). Otras operaciones
mencionadas en la sección anterior como Max Pooling y Average Pooling también pueden
ser empleadas para una entrada de instancias ordenadas. Todas estas operaciones aplicadas
sobre un grupo de instancias, permite resaltar características en los datos manteniendo su
orden en consideración.

Entrada

Ventana de 
tamaño 5

Atributos 
de salida

Tiempo

Parte extraída

Producto punto 
con kernel

Salida

Atributos
de entrada

Figura 2.13: Funcionamiento de una capa de convolución 1D. Basado en (Chollet, 2017)

El detalle de las operaciones que se realizan para cada valor en la Ecuación 2.41 se
presenta en la Ecuación 2.42. Donde qj,m es el m-ésimo elemento generado para un filtro j,
que se calcula considerando todos los valores de los atributos de una cantidad V (ventana)
de instancias del feature map de entrada. Cada oi,m es el valor del i-ésimo atributo en la
m-ésima instancia.

qj,m = f

(
A∑
i=1

V∑
n=1

oi,n+m−1wi,j,n + bj

)
(2.42)

Se puede notar que la definición de las Ecuaciones 2.41 y 2.42 no dependen de la
cantidad de instancias a considerar en el feature map de entrada. Para comprender mejor
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el funcionamiento de estas ecuaciones, específicamente la Ecuación 2.42, se considera un
feature map de K instancias y una ventana V = 3. Definir un valor para la ventana de
instancias permite desarrollar la Ecuación 2.42 que resulta en la siguiente ecuación:

qj,m = f(
A∑
i=1

oi,1+m−1wi,j,1 + oi,2+m−1wi,j,2 + oi,3+m−1wi,j,3 + bj) (2.43)

En la Ecuación 2.43 se puede notar que independiente del tamaño de la ventana se
consideran todos los atributos i. Además, las instancias a considerar en la ventana depen-
derán del valor de m, un aumento o disminución de este valor desplaza la ventana. Un
ejemplo para el cálculo del elemento q1,1 (j = 1 y m = 1) del feature map de salida se
presenta en la Figura 2.14, donde los elementos involucrados están coloreados de morado.
A la derecha, en la parte superior de la figura está el feature map de entrada y en la parte
inferior el feature map de salida. A la izquierda están agrupados todos los pesos, donde
cada columna agrupa los kernels para un filtro y en rojo están marcados los elementos en
un kernel (como se observa es un vector, definido como wi,j en Ecuación 2.41) que son
multiplicados por los elementos para el atributo i = 1 dentro de la ventana de instancias.
Ejemplos del cálculo de otros elementos del feature map de salida están disponibles en el
Anexo A.

Hay que considerar que dado una cantidadK de instancias en el feature map de entrada
y una ventana V = 3 el feature map de salida tendrá K − 2 columnas. Esto se produce
dado que para el ancho de la ventana esta cabe K−2 veces, esto se puede evitar agregando
márgenes y así mantener una salida con la misma cantidad de columnas.

Cada modelo DL tiene distintas propiedades y formas para procesar los datos, el modelo
FNN toma un vector de entrada y realiza transformaciones sucesivas en los datos; CNN
puede procesar un grupo de datos y de forma sucesiva realiza una síntesis extrayendo
características relevantes; y RNN también trata con grupos de datos y tiene la capacidad
de conservar un estado que permite procesar nodos de forma individual mientras mantiene
información que persiste entre nodos y que puede brindar la habilidad de modelar relaciones
espaciales. Para la problemática que se define en esta tesis, en la que se propone trabajar
con estimaciones de concentración mineral a partir de estimaciones en los modelos LTMP
y STMP es adecuado emplear los modelos DL debido a que (1) el modelo LTMP incluye
variables de distinto tipo, distinta unidad de medida y distinta escala, aspectos con los que
los modelos de DL pueden lidiar, (2) tienen la capacidad de modelar relaciones lineales, no
lineales y en el caso de los modelos CNN y RNN consideran el orden en los datos, lo que es
importante en la distribución y continuidad de las propiedades de la roca. (3) Y por último,
respecto al escenario en que se estima la concentración mineral a partir de muestras del
yacimiento, en la problemática que se presenta, se dispone de una mayor cantidad de datos
y es que la cantidad de datos empleados para la implementación de modelos DL tiene un
impacto en su desempeño.
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Figura 2.14: Ejemplo del cálculo de q1,1 para una ventana V = 3
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Estado del Arte

Es importante conocer las soluciones que han sido propuestas por parte de la academia
para mejorar la estimación de concentración mineral y así poder identificar aspectos que
pueden resultar útiles o en los que se puede profundizar. Una revisión del estado del arte
permite conocer los avances actuales en la materia y evita repetir experimentos, propiciando
el desarrollo de alternativas nuevas y más eficientes.

Esta tesis contempla la evaluación de ciertos modelos de DL para mejorar estimaciones
generadas por métodos geoestadísticos. En las búsquedas iniciales no se encontraron tra-
bajos que abordaran el mismo problema. Por ello, se amplía el alcance de la búsqueda a
trabajos que apliquen métodos de ML para la estimación de concentración mineral donde
las instancias en los datos contengan variables asociadas a una coordenada en un espacio
tridimensional.

3.1. Proceso de revisión

La búsqueda de trabajos relacionados comienza con el desarrollo de un string de búsque-
da inicial, que luego es mejorado en base a términos extraídos de documentos encontrados.
Este proceso iterativo permitió generar el siguiente string de búsqueda: “(Ore grade esti-
mation OR Geochemical mapping OR Geochemical patterns OR Geostatistics OR Kriging
OR Geochemistry OR Geologic Resource) AND (Deep learning OR Machine learning OR
Neural Network OR Recurrent Neural Network OR Convolutional Neural Network)“

La definición de las fuentes de literatura, corresponden a bases de datos electrónicas.
Estas son ScienceDirect1 , IEEExplore2 , Springer3 , Google Schoolar4 y arXiv5 . En base
a los términos clave se diseñaron vectores de búsqueda para cada fuente, lo que permitió
mejorar la calidad y cantidad de resultados.

1https://www.sciencedirect.com/
2https://ieeexplore.ieee.org/
3https://link.springer.com/
4https://scholar.google.com/
5https://arxiv.org/

45
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Como criterio de inclusión se consideraron aquellos trabajos que se refieren a la de-
finición y/o aplicación de modelos de ML en la estimación de concentración de mineral
en un depósito. Como criterio de exclusión, se descartaron aquellos trabajos que (1) no
aplican modelos de ML a la estimación de características en un depósito mineral, (2) con-
sideran enfoques de análisis de imágenes, (3) emplean datos sísmicos y/o análisis de series
de tiempo, (4) emplean datos de explosivos para tronadura y (5) no consideran estimación
de concentración de mineral. Tras la aplicación de los criterios descritos se seleccionan 29
artículos, resumidos en la Tabla 3.1.

Muchos de los trabajos fueron descartados por abordar procesos de la etapa de Pros-
pección y Exploración previas a la estimación mineral, trabajos que buscaban determinar
el potencial de áreas en un mapa de escala regional para contener depósitos minerales con
propósitos de explotación.

3.2. Resultados

3.2.1. Estimación mediante Redes Neuronales

De los trabajos seleccionados (Wu and Zhou, 1993) es el más antiguo en donde se
propone un método de Inteligencia Artificial, específicamente una Red Neuronal, como
solución alternativa para la estimación de recursos minerales frente a los métodos empleados
en ese tiempo (razonamiento geométrico y técnicas geoestadísticas). También, se menciona
que técnicas de geoestadística como OK son limitadas debido a suposiciones respecto a
los datos. Se asume, por ejemplo, que existe una relación en la concentración de mineral
entre puntos, determinada por su proximidad. Esto requiere que para el cálculo de la
concentración en un punto se determine el radio dentro del que se consideran puntos
cercanos, los que tendrán mayor o menor ponderación en función de su ubicación. Otras
suposiciones están relacionadas con los efectos que tienen distintos ambientes geológicos en
la distribución de minerales. Es interesante notar, que documentos más recientes acuden
al mismo argumento (Goswami et al., 2017), (Zhang et al., 2013), (Samanta et al., 2005).
(Wu and Zhou, 1993) en su trabajo concluye que las estimaciones de la Red Neuronal
generan resultados razonablemente precisos comparados con métodos convencionales en
aquel momento.

(Samanta et al., 2002) es el segundo documento más antiguo, en que se emplea una red
neuronal, este trabajo comienza a incorporar otros aspectos que son relevantes en un esque-
ma de implementación de modelos de ML. Para lidiar con datos sesgados en la separación
de datos en entrenamiento y prueba, realiza una división arbitraria de los datos en grupos
en base a rangos de concentración mineral, para posteriormente emplear un algoritmo ge-
nético para realizar la división de los datos en subconjuntos de entrenamiento, prueba y
validación. En esta misma línea los autores desarrollan otro trabajo (Samanta et al., 2004),
en que implementan el método de Mapas Autoorganizados (Kohonen Network6) para ge-
nerar los conjuntos de entrenamiento, prueba y validación. Una vez realizada la división en

6Kohonen Network es un tipo de Red Neuronal que es entrenada usando aprendizaje no supervisado
para producir una representación discreta del espacio de las muestras de entrada, denominado mapa.
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Tabla 3.1: Resumen de trabajos relacionados

ref. Mineral Método/modelo Métrica
(Wu and Zhou, 1993) Cobre FNN, OK MSE, MAE
(Samanta et al., 2002) Oro FNN, OK, LK, SK, GA ME, MAE, MSE, R2,

NMSE
(Samanta et al., 2004) Oro FNN, OK, LK, SK ME, MAE, MSE, R2

(Samanta et al., 2005) Oro FNN, Adaboost bias, MAE, MSE, R2

(Samanta et al., 2006) Oro, Bauxita, Hierro FNN MSE
(Dutta et al., 2006) Sílice, Alúmina FNN, OK, OK+FNN, En-

samble, GA
MSE and R2

(Chatterjee et al., 2007) Óxido de Calcio, Alú-
mina, Óxido de hierro,
Sílice

GRNN, OK, GRNN+RK,
GA

ME, MAE, MSE,R2

(Mahmoudabadi et al., 2009) Hierro FNN, OK, GA MSE
(Tutmez, 2009) Lignito (carbón) FNN, OK, RBNN, Fuzzy c-

means clustering
Std, Variance account
for (VAF) and RMSE

(Dutta et al., 2010) Oro FNN, OK, SVM ME, MAE, RMSE y R2

(Li et al., 2010) Cobre Wavelet NN MSE
(Chatterjee et al., 2010) Plomo y Zinc FNN, OK, SVM, Ensamble,

GA
ME, MAE, MSE, R2

(Samanta, 2010) Oro FNN, OK, RBNN MAE, MSE and R2

(Badel et al., 2011) Hierro FNN, MIK MSE, R
(Gholamnejad et al., 2012) Hierro FNN MSE
(Tahmasebi and Hezarkhani,
2012)

Cobre FNN, GA, Lógica difusa MSE

(Zhang et al., 2013) Plata y Cobre FNN, OK, SVM, KNN, PSO, ME, MAE, RMSE,R2

(Li et al., 2013) Cobre FNN, SVM, PSO RMSE
(Jalloh et al., 2016) Rutilo FNN, OK MSE, R2, Variance
(Goswami et al., 2016) Cobre OK, SVM, GRNN ME, MAE, RMSE y R2

(Goswami et al., 2017) Hierro FNN, OK, GRNN SE, MAE, MSE, RM-
SE, R and R2

(Caté et al., 2017) Oro KNN, naïve Bayes, SVM,
DT, RF

Precision, Recall, f1-
score

(Hari et al., 2018) Níquel y Cobalto FNN, OK R
(Jafrasteh and Fathianpour,
2017)

Hierro RBNN MSE

(Singh et al., 2018) Hierro OK, RNN R2, MSE
(Jafrasteh et al., 2018) Cobre FNN, OK, RF, GP, IK MSE, NMSE
(Schnitzler et al., 2019) Sodio RF R2

(Iglesias et al., 2020) Wolframio y Estaño FNN, SVM, DT R2, Precision, Recall,
Confusion Matrix

(Afeni et al., 2020) Hierro FNN, OK MAE, RMSE, MSE, R
and R2

Feedforward Neural Network (FNN), Ordinary Kriging (OK), Median Indicator Kriging (MIK), Indicator Kriging
(IK), Lognormal Kriging (LK), Simple Kriging (SK), Residual Kriging (RK), Neural Network (NN), General
Regression Neural Network (GRNN), Radial Basis Neural Network (RBNN), Support Vector Machine (SVM), Mean
Absolute Error (MAE), Mean Squared Error (MSE), Coefficient of determination (R2), Genetic Algorithm (GA),
Particle Swarm Optimization (PSO), Gaussian Process Regression (GP), K-Nearest Neighbors (KNN)
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base a concentración se entrena una Red Neuronal y los métodos OK, Lognormal Kriging
(LK) y SK. En (Samanta et al., 2002) y (Samanta et al., 2004) las Redes Neuronales obtiene
mejores resultados por una leve diferencia. En (Samanta et al., 2005) realizan un estudio
comparativo entre el desempeño de la combinación de varias Redes Neuronales mediante
el algoritmo Adaboost en comparación con el desempeño de sólo una Red Neuronal, en
la estimación de concentración de oro. Los resultados indican que el conjunto de Redes
Neuronales no es superior, y ambos casos obtienen un desempeño bajo. Este análisis se
realiza con datos del Ártico y muestras a grandes intervalos debido a las condiciones del
terreno y factores económicos. En (Samanta et al., 2006) concentran los esfuerzos en la
comparación de algoritmos de entrenamiento y optimización de hiperparámetros para una
Red Neuronal.

En (Dutta et al., 2006) se propone por primera vez una combinación entre métodos geo-
estadísticos y ML, mediante la combinación de las estimaciones o salidas. La combinación
de OK y FNN resulta superior solo en la estimación de uno de los minerales considerados
en la investigación. Por otro lado, (Mahmoudabadi et al., 2009) investiga la optimización
de una FNN mediante un algoritmo genético. De acuerdo con sus resultados concluyen que
su Red Neuronal genera mejores estimaciones que el método OK. En (Badel et al., 2011) se
establece una comparación entre los métodos Median Indicator Kriging (MIK) (Variación
del método Indicator Kriging (IK)) y Redes Neuronales, siendo el primer método el que
obtiene mejores resultados. En (Gholamnejad et al., 2012) solo se implementa una Red
Neuronal sin contrastar los resultados con otro métodos, pero en base a las estimacio-
nes concluyen que resulta una alternativa válida, ya que, requiere menor conocimiento y
tiempo para llevar a cabo su implementación. En (Tahmasebi and Hezarkhani, 2012) los
investigadores implementan una Red Neuronal en combinación con lógica difusa, evaluan-
do estos métodos por separado para luego combinarlos considerando algoritmos genéticos
para optimización de hiperparámetros. La combinación de lógica difusa, Red Neuronal y
un algoritmo genético genera los mejores resultados en estimación de concentración de co-
bre. En (Jalloh et al., 2016) los investigadores se concentran en la integración de modelos
de ML con métodos geológicos para la generación de modelos de bloques, donde obtienen
mejores resultados tras emplear una Red Neuronal, por sobre los resultados del método
OK en la estimación de Rutilo (óxido de titanio). (Hari et al., 2018) desarrolla una etapa
de clasificación para identificar la presencia o ausencia de pequeños cúmulos de mineral
en el fondo del océano y posteriormente realizar un proceso de regresión para estimar la
concentración del mineral. En este trabajo se utiliza un conjunto de datos reducido para el
cual se obtiene un buen desempeño para una FNN por sobre el método OK. (Afeni et al.,
2020) implementa FNN y OK, donde el último método es el que genera mejores resultados
para la estimación de Hierro.

3.2.2. Estimación mediante otros modelos de Machine Learning

Algunos de los trabajos seleccionados consideran otros modelos ML además de las Re-
des Neuronales. En (Dutta et al., 2010) los investigadores emplean una metodología muy
similar a (Samanta et al., 2002) y (Samanta et al., 2004) en la división de los datos para
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entrenamiento y prueba. Comparan el desempeño de FNN, SVM y OK para estimar con-
centración de oro. SVM obtuvo un mejor desempeño, sin embargo, éste fue marginal. Los
autores del trabajo presentado en (Chatterjee et al., 2010) integran un algoritmo genético
para optimizar los pesos en ensamble de modelos para realizar una suma ponderada de
sus salidas. En los resultados, se compara el ensamble de salida ponderada, sin ponde-
rar, la mejor Red Neuronal y el método OK. El ensamble de métodos mediante la suma
ponderada de sus salidas se desempeña mejor sólo para uno de los minerales en estudio
mientras que para el otro no presenta una mejora significativa. (Zhang et al., 2013) analiza
los métodos Weighted Least Squares Support Vector Machine (LS-SVM), OK y una Red
Neuronal. Adicionalmente, emplean Weighted K-Nearest Neighbors (WKNN), un algorit-
mo de clasificación para la interpolación de valores ausentes, Particle Swarm Optimization
(PSO) para la división del conjunto de datos en entrenamiento y prueba, en base a los
resultados concluyen que LS-SVM alcanza un rendimiento superior. En (Li et al., 2013)
los investigadores se enfocan en evaluar el algoritmo PSO, considerando algunas de sus
variaciones para ajustar parámetros del modelo SVM y los resultados son contrastados con
una Red neuronal. El mejor puntaje es obtenido por la variación Self-Learning de PSO
en estimación de cobre. En (Caté et al., 2017) los investigadores evalúan los métodos: K-
Nearest Neighbors (KNN), el cual usa puntos vecinos etiquetados en un espacio Euclidiano
formado por características de entrada para predecir clases; el método Naïve Bayes, el cual
se basa en el teorema de Bayes para evaluar la probabilidad de que un evento (clase) ocurra
dado el valor de datos de entrada; SVM, DT y Random Forest (RF). De acuerdo con los
resultados, RF obtuvo mejores resultados en la clasificación de presencia de mineral de oro.
En (Jafrasteh et al., 2018) evalúan los modelos FNN, RF y Gaussian Process Regression
(GP) en contraste con métodos geoestadísticos OK e IK. Los resultados demuestran que
GP con una estandarización simétrica de las entradas de ubicación espacial producen las
predicciones más precisas. En (Schnitzler et al., 2019) se concentran en el uso de RF en
la estimación de sodio, evaluando el desempeño en función de cambios en la cantidad de
instancias y variables empleadas, demostrando que es un método que alcanza un buen de-
sempeño mediante el análisis de las estimaciones, pero sin compararlas con otros métodos.
(Iglesias et al., 2020) buscan el método adecuado para estimación de wolframio y estaño,
para ello evalúan el uso de DT, FNN, SVM. Según sus resultados, DT obtiene un mejor
desempeño.

3.2.3. Estimación mediante variantes de Redes Neuronales

En (Chatterjee et al., 2007) se evalúa el desempeño del modelo General Regression Neu-
ral Network (GRNN), un tipo de red neuronal que emplea como función de activación una
función de base radial o Radial Basis Function (RBF). En dicho trabajo concluyen que una
combinación de la salida de GRNN combinado con Residual Kriging (RK) (OK aplicado
en residuales) supera significativamente el desempeño de OK y levemente el desempeño del
modelo GRNN. (Tutmez, 2009) emplea un método de clusterización difuso, en base a los
clústeres generados se extraen datos para generar conjuntos de entrenamiento y definir el
número de reglas difusas que son combinadas con un modelo Radial Basis Neural Network
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(RBNN). (Li et al., 2010) implementa el modelo Wavelet Neural Network, denominado así
debido al uso de la función de activación wavelet. Este trabajo es el primero que propone
de forma explícita la incorporación de información de puntos vecinos como parte del vector
de entrada, donde se reportan buenos resultados, sin embargo, no se contrastan resultados
con otros métodos para el mismo conjunto de datos. En (Samanta, 2010) contrastan los
métodos OK, FNN, RBNN para la estimación de Oro, donde concluyen que este último
método alcanza un mejor desempeño. En (Goswami et al., 2016) los investigadores com-
paran el método de OK, SVM y GRNN, donde es este último método el que obtiene el
mejor resultado en la estimación de concentración de Hierro. El mismo equipo (Goswami
et al., 2016) continuó trabajando con el mismo conjunto de datos para luego publicar otro
trabajo (Goswami et al., 2017), donde se compara el desempeño de los modelos GRNN,
FNN y OK, siendo el primero el que mejor se desempeña. (Jafrasteh and Fathianpour,
2017) evalúan redes neuronales con distintas funciones de activación, siendo estas Radial
Basis, Local Linear Radial Basis, Local Linear Radial Basis con Gaussian, Local Linear
Radial Basis con skewed Gaussian. Del trabajo concluyen que Local Linear Radial Basis
Neural Network con skewed Gaussian tiene un mejor desempeño. De los trabajos seleccio-
nados (Singh et al., 2018) es el único que emplea RNN para la estimación de concentración
mineral, sin embargo carece de información explícita respecto del vector de entrada y los
criterios empleados para generarlos. Este trabajo contrasta los resultados con el método
OK con el que mantiene resultados muy similares respecto a las métricas, pero en térmi-
nos visuales, se aprecia una mayor continuidad de la concentración en las estimaciones del
modelo RNN.

3.3. Síntesis
El mineral para el que más trabajos se han desarrollado es el Hierro, seguido por Cobre

y Oro, luego Aluminio, Sílice y finalmente otros minerales para los que solo existe un
trabajo, como Wolframio, Estaño, Sodio, Cobalto, Níquel, Rutilo, Plata, Zinc, Plomo y
Calcio. Hay que mencionar que no existen trabajos en los que se realicen estimaciones
de Molibdeno y/o Arsénico. Mientras que las métricas de desempeño más empleadas son
MSE, MAE, Coefficient of determination (R2) y Mean Error (ME), en ese orden.

Ninguno de los trabajos incluidos propone una metodología para la correcta implemen-
tación de modelos de ML. La falta de una metodología unificadora dificulta la comparación
de trabajos y sus resultados. Algunos de los trabajos no mencionan haber utilizado algún
método de preprocesamiento de datos, de los trabajos que mencionan algún tipo de pre-
procesamiento la mayoría emplea algún tipo de normalización, siendo el rango [-1,1] el más
frecuente y se destaca el uso de normalización simétrica de coordenadas con el propósito
de mantener las proporciones (Jafrasteh et al., 2018). Otro de los métodos de preproce-
samiento señalados son el Análisis de Componentes Principales (PCA) para reducción de
dimensionalidad (Hari et al., 2018), (Iglesias et al., 2020); la exclusión de instancias con
valores ausentes (Zhang et al., 2013); y el tratamiento de variables categóricas mediante la
generación de variables indicadoras (Chatterjee et al., 2010).

A pesar de que algunos de los trabajos realizan optimización de hiperparámetros me-
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diante algún método/algoritmo (Chatterjee et al., 2010), (Samanta, 2010), (Zhang et al.,
2013), (Tahmasebi and Hezarkhani, 2012), la mayoría identifica hiperparámetros median-
te pruebas reiteradas, de forma arbitraria o empleando conocimiento previo. Respecto a
la metodología de validación, Holdout es el método más empleado, el segundo método
más utilizado es K-fold Cross-validation (CV) (Zhang et al., 2013), (Caté et al., 2017),
(Jafrasteh et al., 2018), (Iglesias et al., 2020). Hay que mencionar que algunos trabajos
consideran la generación de grupos/clústeres de datos de los cuales se extraen datos para
luego implementar algún método de validación.

Se puede notar que existen trabajos aplicados sobre distintos minerales y que consideran
diversos métodos de ML. Algunos de los trabajos realizan implementaciones más sencillas
de los modelos, mientras que otros exploran implementaciones más complejas, considerando
métodos de optimización de hiperparámetros (Tahmasebi and Hezarkhani, 2012), (Li et al.,
2013) y de ensamble de modelos (Samanta et al., 2005), (Caté et al., 2017), (Schnitzler
et al., 2019). Algunos trabajos se enfocan en explorar con más profundidad solo un modelo
(Li et al., 2013), (Schnitzler et al., 2019), mientras que otros buscan identificar el modelo
adecuado (Dutta et al., 2010), (Goswami et al., 2016), (Iglesias et al., 2020), y no todos
los trabajos contrastan los resultados con métodos tradicionales como Kriging.

De los trabajos revisados, 18 contrastan sus resultados con algún método geoestadístico.
En los trabajos (Badel et al., 2011) y (Afeni et al., 2020), los métodos MIK y OK obtienen
mejores resultados que un método de ML. Ambos trabajos emplean el modelo FNN y
declaran que las arquitecturas e hiperparámetros fueron seleccionados mediante pruebas
reiteradas. En los trabajos (Samanta et al., 2004), (Dutta et al., 2006), (Jalloh et al., 2016),
(Hari et al., 2018) y (Singh et al., 2018) se obtienen resultados similares entre OK y FNN.

(Dutta et al., 2010), (Chatterjee et al., 2010), (Zhang et al., 2013), (Goswami et al.,
2016) implementan SVM en contraste con una Red Neuronal y OK. En todos, los métodos
de ML obtienen resultados que superan los resultados del método OK en su implementa-
ción, pero solo en (Zhang et al., 2013) una variación del método SVM obtiene mejores re-
sultados, por sobre una red neuronal. (Chatterjee et al., 2007), (Samanta, 2010), (Goswami
et al., 2017) emplean algún tipo de RBNN, superando el resultado de otros métodos geo-
estadísticos y de ML. (Samanta et al., 2002), (Dutta et al., 2010) y (Goswami et al., 2016)
emplean una Red Neuronal con función de activación Gaussiana, superando el resultado
OK. En (Jafrasteh et al., 2018) mediante el método GP supera métodos geoestadísticos y
de ML. Hay que mencionar que (Mahmoudabadi et al., 2009), (Tutmez, 2009) y (Chatterjee
et al., 2010) logran superar métodos geoestadísticos empleando un algoritmo genético para
encontrar los valores óptimos para la inicialización de un FNN, empleando lógica difusa en
combinación de Redes Neuronales y ensamble de Redes Neuronales, respectivamente.

De los trabajos cuyos resultados no se comparan con algún método geoestadístico (Wu
and Zhou, 1993) y (Gholamnejad et al., 2012) implementan FNN, (Li et al., 2010) imple-
menta Redes Neuronales con función de activación wavelet, (Tahmasebi and Hezarkhani,
2012) implementa una combinación de Redes Neuronales con lógica difusa, (Samanta et al.,
2005) implementa Redes Neuronales con función gaussiana, (Jafrasteh and Fathianpour,
2017) implementa RBNN, (Iglesias et al., 2020) emplea DT, (Schnitzler et al., 2019) uti-
liza RF y (Li et al., 2013) variaciones de SVM . Todos estos trabajos concluyen que se
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alcanza un desempeño razonablemente preciso mediante el análisis de propiedades de las
estimaciones.

Sólo tres de los trabajos incluidos en la revisión no incorporan alguna forma de Red
Neuronal. Sólo un trabajo (Singh et al., 2018), emplea algún modelo considerado como DL
(Recurrent Neural Network). El resto de las implementaciones de redes neuronales consisten
en arquitecturas de una capa y un número reducido de neuronas, lo que se justifica con
el tamaño reducido de los conjuntos de datos. Sin embargo, en general los trabajos no
comparten el esquema de pruebas que realizaron para diseñar las arquitecturas, lo que
cobra relevancia al momento de considerar las conclusiones de algunos de los trabajos, que
afirman que su método supera a una red neuronal. Por último, hay que mencionar que
ninguno de los trabajos implementa alguna forma de CNN.

Los trabajos que se han desarrollado a la fecha muestran que los modelos de ML son
una herramienta poderosa, capaces de alcanzar mejores resultados en la estimación de con-
centración mineral que métodos geoestadísticos. Una desventaja que tiene esta área resulta
de la naturaleza de los conjuntos de datos, los que suelen ser privados. Como consecuen-
cia diferentes investigadores no pueden probar los métodos que proponen sobre un mismo
conjunto de datos y así reportar alguna mejora. Por otro lado, si bien se ha probado un
gran espectro de modelos de ML, estos no son suficientes como para observar una tenden-
cia. Esto se vuelve más complejo si consideramos que en cada trabajo se evalúan distintos
modelos para distintos minerales, siendo incluso que algunos no incluyen resultados de
métodos geoestadísticos, que son los que predominan en la industria.
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Implementación

Para llevar a cabo el entrenamiento y la evaluación de modelos de ML/DL es necesario
realizar un análisis y preparación de los conjuntos de datos disponibles. En este capítulo se
describen el preprocesamiento realizado, los conjuntos de datos generados, la metodología
para la inclusión de nodos vecinos y las herramientas empleadas para la implementación
de los modelos de Deep Learning.

4.1. Conjunto de datos

El punto de partida para la experimentación es la exploración y tratamiento de un
conjunto de datos de 49,295,441 de instancias al que se hace referencia como conjunto de
datos original. Este conjunto de datos corresponde a un modelo de bloques, donde cada
nodo tiene 15 metros de alto, 20 metros de ancho y 20 metros de largo, lo que equivale a un
volumen de 6,000m3. Cada nodo en el conjunto de datos original tiene 25 variables, algunas
del Long-Term Mine Planning Model (LTMP) y otras del Short-Term Mine Planning Model
(STMP). Todas las variables están descritas en la Tabla 4.1.

En el conjunto de datos cada nodo se diferencia por su ubicación en el espacio, lo que se
registra en variables que definen coordenadas de profundidad, ancho y altura (X, Y y Z). La
mayoría de las variables disponibles corresponden al LTMP, algunas estimadas mediante
métodos geoestadísticos y otras generadas para organizar la extracción de roca. Solo las
variables que brindan información sobre la concentración de los minerales Cobre, Arsénico
y Molibdeno (cut_lp, as_lp y mot_lp), tienen su contraparte en el STMP (cut_pz, as_pz
y mot_pz), y que además, son las únicas variables del STMP.

Al graficar cada nodo como un punto en un espacio tridimensional se genera la Figura
4.1, que corresponde a todo el volumen en estudio, un paralelepípedo de 1,710 metros de
alto, 7,330 metros de largo y 5,830 metros de profundidad. Este volumen es una referencia
y tiene dimensiones que superan el volumen de roca de interés, estando incluso por sobre
la superficie del terreno para el que se busca generar estimaciones.

53
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Tabla 4.1: Variables en conjunto de datos original

Variable tipo Descripción
X numérica coordenadas de la ubicación del nodo en el eje x
Y numérica coordenadas de la ubicación del nodo en el eje y
Z numérica coordenadas de la ubicación del nodo en el eje z
alter_lp categórica atributo de la roca. Tipo de alteración.
categ18 categórica contiene las categorías que indican el nivel de confianza con el que la esti-

mación debería coincidir con el valor real. 1, 2 y 3 corresponde a Medido,
Indicado e Inferido, respectivamente. Confianza en orden descendente.

lito_lp categórica atributo de la roca. tipo de litología
mnzn_lp categórica atributo de la roca. tipo de zona mineral, tipo de mineral donde está el

cobre, tipo de sulfuro y tipo de óxido
Modelo categórica separa ambientes geológicos. Pórfido versus Vetas. Con la misma informa-

ción es más sencillo modelar ambientes pórfidos. Definen comportamientos
del modelo

Periodo categórica variable que separa en volumen la temporalidad de la explotación del
yacimiento

Zona_Explotada categórica variable que separa la zona explotada o rajo
as_lp numérica valores estimados del arsénico en el largo plazo
as_pz numérica valores estimados del arsénico en el corto plazo
cut_lp numérica valores estimados del cobre total en el largo plazo
cut_pz numérica valores estimados del cobre total en el corto plazo
mot_lp numérica variable que contiene los valores estimados del molibdeno en el largo plazo
mot_pz numérica variable que contiene los valores estimados del molibdeno en el corto plazo
ugcut_lp categórica variable que separa en unidades de volumen las características similares

del comportamiento de la variable cut_lp
densidad numérica variable densidad de la roca
SN numérica número del bloque
Aux_Pit_Quinquenio categórica variable que contiene el volumen de explotación denominado quinquenio

considerados a extraer a 5 años.
Aux_Pit_Recursos categórica variable que contiene el volumen de explotación, considerado como eco-

nómico, denominado Recursos (todo el volumen que contiene mineral)
Aux_Pit_Reservas categórica variable que contiene el volumen de explotación, considerados para ex-

traer durante la vida útil de la mina, denominado Reservas (volumen que
contiene mineral económicamente explotable)

MG_Bo_2018 categórica variable que contiene tipo de sulfuro denominada Bornita (3 volúmenes
excluyentes)

MG_Cpy_2018 categórica variable que contiene tipo de sulfuro denominada Calcopirita (3 volúmenes
excluyentes)

Distance_cut numérica variable que contiene la isodistancia, a las muestras más cercana, vecino
más cercano, desde las muestras. En general a mayor distancia de las
muestras mayor incertidumbre en las variables as_lp, cut_lp y mot_lp.
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Figura 4.1: Cubo de datos original. La unidad de todas las cifras está en metros.

4.2. Preprocesamiento de datos

El primer objetivo en el preprocesamiento de datos es purgar el conjunto de datos
original y preservar información que permita contrastar los modelos LTMP y STMP, lo
que se logra a través de las variables de concentración mineral. Un análisis inicial de valores
ausentes permite identificar que un 15.7% de instancias presentaban valores ausentes en
las variables de concentración mineral del LTMP, lo que indica que para un porcentaje de
nodos no se realizaron estimaciones. Tras graficar solo los nodos para los que se realizaron
estimaciones resulta la Figura 4.2, donde la parte superior puede interpretarse como la
superficie del terreno y los nodos que no disponen de valores se pueden interpretar como
“aire”.

El análisis de valores ausentes también permitió identificar que gran parte (98.4%
aproximadamente) de los nodos no disponían de información en variables del STMP. Esto
es debido a que solo una pequeña parte del volumen en estudio ha sido explotada. De
acuerdo con el objetivo de esta tesis y para que sea posible la implementación de un
enfoque de aprendizaje supervisado, se excluyen todas las instancias o nodos con valores
ausentes. Por lo que resulta un conjunto de datos de 732,870 instancias donde cada nodo
dispone de información para ambos modelos, STMP y LTMP. Al graficar estas instancias
resulta la Figura 4.3, cuya forma de cono coincide con la forma del orificio generado en
una mina de cielo abierto.

Se decide excluir las variables que brindan información sobre la planificación de la
fase de explotación del yacimiento y además tienen un porcentaje de instancias con valo-
res ausentes muy alto (Aux_Pit_Quinquenio, Aux_Pit_Recursos y Aux_Pit_Reservas).
También se excluye una variable empleada para registrar un identificador para cada nodo
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Figura 4.2: Conjunto de datos original sin valores ausentes en las variables del LTMP. La
unidad de todas las cifras está en metros.

Figura 4.3: Sin valores ausentes en LTMP y STMP
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(SN), una variable empleada para registrar el periodo de explotación, cuyos valores estaban
corrompidos e inconsistentes (Periodo) y una variable que permite diferenciar instancias
que han sido explotadas de las que no (Zona_Explotada).

Las variable de concentración de Cobre (cut_lp y cut_pz) registran el porcentaje de
Cobre en un nodo, mientras que las variables de concentración de Arsénico y Molibdeno
(as_lp, as_pz, mot_lp y mot_pz) registran las partículas por millón (ppm) en cada nodo.
Para la implementación de los experimentos se decide hacer un enfoque en la concentración
de cobre, lo que tiene como consecuencia directa la exclusión de las variables de concen-
tración de arsénico (as_pz) y molibdeno (mot_pz) del STMP. Por lo tanto, la variable de
concentración de cobre (cut_pz) es considerada como la etiqueta y el objetivo a estimar
para los modelos.

Para el preprocesamiento de las variables categóricas se hace una distinción entre varia-
bles ordinales y nominales de la siguiente forma. Las variables que contienen información de
los tipos de sulfuro Bornita y Calcopirita (MG_Bo_2018 y MG_Cpy_2018) son tratadas
como variables cualitativas ordinales y las clases son reemplazadas por números arbitrarios
del 1 al 4 manteniendo el orden informado por expertos del área minera. Por otro lado,
las variables del tipo de alteración, tipo de litología, tipo de zona mineral y tipos de con-
centración de cobre (alter_lp, lito_lp, mnzn_lp, ugcut_lp, respectivamente) son tratadas
como variables cualitativas nominales por lo que por cada clase en una de las variables se
genera una variable indicadora (un 1 si para la instancia pertenece a la variable clase y un
0 de lo contrario). Esto aumenta la cantidad de variables por nodo a 43, sin contar la con-
centración de cobre del STMP. El aumento de variables es debido a que la variable tipo de
alteración (alter_lp) tiene 7 clases, la variable de tipo de litología (lito_lp) tiene 9 clases,
la variable de tipo de zona mineral (mnzn_lp) tiene 6 clases y tipos de concentración de
cobre (ugcut_lp) 9 clases.

Todas las variables numéricas son normalizadas por separado, empleando el promedio
y la desviación estándar de acuerdo con la Ecuación 4.1, donde la variable normalizada z
es el resultado de la resta del promedio µ a cada valor en x, todo dividido por su desviación
estándar σ. Sin embargo, normalizar las variables de ubicación espacial (variables X, Y y
Z) por separado puede generar distorsión en las dimensiones del depósito, especialmente
cuando la extensión espacial del depósito a lo largo de cada dimensión es diferente. Para
preservar la distancias relativas, la misma escala es empleada para las tres dimensiones es-
paciales, por esto se normalizan estas variables en conjunto, de manera simétrica (Jafrasteh
et al., 2018).

z = x− µ
σ

(4.1)

Como resumen, se llevaron a cabo las siguientes tareas de preprocesamiento de los
datos:

Selección/exclusión de variables

Exclusión de variables ausentes

Tratamiento de variables cualitativas ordinales y nominales
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Normalización de variables numéricas, normalización simétrica

Cambio de orden (orden aleatorio de instancias)

El conjunto de datos que resulta del preprocesamiento contiene 732,870 instancias que
disponen de datos sobre la concentración de mineral para los modelos STMP y LTMP.
Es un conjunto de datos que puede ser empleado para entrenar un modelo de ML en un
enfoque supervisado, ya que se disponen de vectores de entrada del LTMP y de etiquetas
del STMP. La concentración de cobre de STMP, que es la variable considerada como
etiqueta en los experimentos (cut_pz), contiene valores entre 0 (ymin) y 35.25 (ymax), con
un promedio de 0.43 (ȳ). El histograma de los valores de concentración de cobre, junto con
un resumen de estadísticos, se muestra en la Figura 4.4. La distribución de los valores de
concentración de cobre tiene un sesgo (skewness) positivo alto. El alto valor del coeficiente
de variación (σ/ȳ = 1.51) indica la presencia de valores extremos en los datos. En la mayoría
del volumen en estudio, el contenido de cobre es bastante bajo. Algunos lugares son ricos
en cobre. La alta relación entre el máximo y la media (ymax/ȳ = 82.02) significa que para
obtener predicciones confiables, es necesario modelar regiones de alta y baja concentración
con alta precisión.

Figura 4.4: Histograma para la variable de concentración de cobre

La Figura 4.5 muestra estadísticos sólo considerando las concentraciones menores a 3,
donde se mantiene un sesgo en la distribución y permite comprender con más claridad que
en general el contenido de cobre es bastante bajo y el modelo debe ser capaz de distinguir
aquellas zonas en particular en las que se encuentra una alta concentración mineral.

Otro aspecto relevante en el conjunto de datos es el tipo de mineral de cobre. En
los datos se dispone de una variable que agrupa a nodos en zonas minerales (mnzn_lp),
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Figura 4.5: Histograma solo de instancias con concentración de cobre < 3.0

información que se complementa con las variables que permiten identificar la presencia de
sulfuros denominados Bornita (MG_Bo_2018) y Calcopirita (MG_Cpy_2018). El análisis
de estas variables indica que en solo una de las seis zonas minerales predomina mineral
de Cobre tipo Sulfuro (Bornita y Calcopirita), lo que corresponde a un 19% aprox. de
las instancias en el conjunto de datos que resulta del preprocesamiento. El detalle de la
cantidad de instancias por zona mineral en los datos está disponible en la Tabla 4.2, donde
se aprecia que del total de instancias de mineral de Cobre tipo Sulfuro se concentran en
una zona mineral.

Tabla 4.2: Número de instancias que contienen mineral de Cobre tipo Sulfuro u Óxido

Zona instancias Óxido Sulfuro
A 6,898 6,898 0
B 216,361 21,6359 2
C 10,848 10,847 1
D 68,850 66,981 1,869
E 143,530 2,698 140,832
F 286,383 285,926 457
Total 732,870 589,709 143,161

4.2.1. Nodos colindantes

En el trabajo presentado por (Li et al., 2010), para la estimación de concentración
mineral de un nodo, se considera información de nodos cercanos o vecinos. En base a dicha
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propuesta, en esta tesis se emplea la fórmula de distancia euclidiana (Ecuación 4.2), que
permite calcular la distancia entre dos puntos p = (p1, . . . , pn) y q = (q1, . . . , qn), en un
espacio de n dimensiones, para determinar la vecindad de nodos cercanos. Esto permite
identificar, para cada uno de los nodos, los nodos que están dentro de un radio determinado
y, por lo tanto, son parte de su vecindad.

En la propuesta de (Li et al., 2010) se trabaja con datos en dos dimensiones, una
diferencia a considerar respecto de esta tesis donde se trabaja con datos en un espacio
tridimensional. Debido a esta característica de los datos, es deseable determinar un radio
que genere una vecindad con nodos vecinos en la misma altura del nodo central, y también,
nodos vecinos que estén a una altura superior e inferior.

d(p, q) =

√√√√ n∑
i=1

(pi − qi)2 (4.2)

Considerando lo anterior, se determina un radio especifico que resulta en un total de
18 nodos vecinos. La configuración de cada nodo vecino para un nodo central (punto B9)
se aprecia en la Figura 4.6a, donde se pueden observar tres niveles separados por altura, el
nivel en el centro de color celeste, donde está el nodo central rodeado de 8 nodos; el nivel
inferior de color morado, con 5 nodos; y el nivel superior de color amarillo, con 5 nodos.
Esta configuración se ajusta a los valores discretos en las coordenadas, de manera que se
pueda disponer de los nodos más próximos en la misma altura del nodo central en adición
a nodos en una altura superior e inferior. En la figura 4.6b cada nodo es etiquetado con
su distancia al nodo central, lo que refuerza la idea del uso de un radio que se ajuste a la
realidad en los datos.

La aplicación de este proceso de inclusión de nodos vecinos en cada nodo redujo el
número de instancias de 732,870 a 545,768 (un 25.53% menos). Esta reducción se pro-
duce debido a que se descartan aquellos nodos que no disponen de 18 nodos vecinos en
la configuración descrita en el párrafo anterior. En la Figura 4.7 se puede observar una
representación del conjunto de datos de 732,870 instancias con 43 variables, junto a una
representación del conjunto de datos de 545,768 instancias que contiene información del
nodo central (B9) y de los nodos vecinos, cada uno con 44 variables al incluir la distancia
euclidiana. Disponer de atributos de nodos cercanos enriquece la información disponible
en una instancia, pero como costo se reduce el número total de instancias disponibles para
los procesos de entrenamiento y prueba de los modelos de DL. Esta nueva estructuración
de los datos permite el uso de modelos Convolutional Neural Network (CNN) y Recurrent
Neural Network (RNN) que requieren secuencias de instancias como entrada, tras brindar
un nodo y su vecindad.

El histograma de los valores de concentración de cobre para este nuevo conjunto de
datos, junto con un resumen de estadísticos, se muestra en la Figura 4.8. La distribución
de los valores de concentración de cobre no muestra cambios. Se mantiene un sesgo positivo
alto y aumentan levemente la mediana, el sesgo y la media, pero se mantienen los valores
mínimos y máximo.
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(a) Visualización del orden de los puntos Bi

(b) Distancia de cada punto Bi al punto B9 en el centro de la Figura
4.6a

Figura 4.6: Visualizaciones de puntos vecinos



Capítulo 4. Implementación 62

⋮⋮

⋮⋮

732,870
instancias

coordenadas
(X,Y,Z)

43
variables

Etiquetas

(a) 43 variables

⋮⋮

545,768
instancias

d(0,9)

⋮⋮

⋮⋮

⋮⋮

⋮⋮

⋮⋮

B0

B1

B9

B17

B18

………

………

d(1,9)

d(9,9)

d(17,9)

d(18,9)

44
variables

Etiquetas

distancia
euclidiana

(b) 19 nodos × 44 variables

Figura 4.7: Conjuntos de datos e información de su composición



Capítulo 4. Implementación 63

Figura 4.8: Histograma de concentración de cobre para conjunto de datos con nodos vecinos

4.3. Modelos implementados

En esta tesis se consideran los modelos Feedforward Neural Network (FNN), Convo-
lutional Neural Network (CNN) y Recurrent Neural Network (RNN). Estos modelos son
implementados haciendo uso de la biblioteca de código Keras. Esta biblioteca tiene imple-
mentados diferentes algoritmos y componentes de modelos de ML/DL, que son empleados
como bloques de construcción para diseñar modelos con variadas arquitecturas. Para cada
capa, una clase1 es implementada y al ser instanciada, deben indicarse los valores para
los hiperparámetros disponibles en la implementación de la clase. Si no se indican valores
explícitamente, se emplean valores por defecto.

Para el modelo FNN se emplean capas densamente conectadas (Densely-connected
Neural Network), implementadas mediante la clase Dense2, la que realiza la operación
definida en la Ecuación 2.14. Todos los experimentos para este modelo se realizan con un
conjunto de datos de 43 variables, por lo que cada modelo FNN tiene una capa de entrada
o primera capa de tamaño 43 y dado que el objetivo es estimar la concentración mineral,
una capa de salida de tamaño 1. Cada capa Dense puede ser configurada mediante varios
hiperparámetros, pero en los experimentos realizados solo se consideran la cantidad de
neuronas y la función de activación, el resto de hiperparámetros mantiene su valor por
defecto. La cantidad de capas ocultas es un hiperparámetro que también se considera.
Como se ve en la Figura 4.9a luego de la capa de entrada, se emplea una capa Dense, la

1Una clase es un concepto empleado en programación orientada a objetos para referirse a una plantilla
de código. Mediante las clases se pueden crear objetos, proporcionando valores iniciales para definir un
estado e implementaciones de comportamiento llamadas funciones o métodos.

2https://keras.io/api/layers/core_layers/dense
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primera capa oculta. Posteriormente por cada capa oculta adicional se implementa una
capa Dropout3 seguida de una capa Dense.

´

(a) Capas en modelo FNN (b) Capas en modelo CNN (c) Capas en modelo RNN

Figura 4.9: Esquemas de capas en implementación de cada modelo

Para el modelo CNN de 1 dimensión se emplea la clase Conv1D4. Los hiperparámetros
considerados para cada capa Conv1D son la cantidad de filtros, el tamaño de kernel y
la función de activación. El resto de hiperparámetros mantiene su valor por defecto. En
la Figura 4.9b se puede observar un ejemplo de las arquitecturas implementadas para
CNN. Se emplea una capa de entrada que recibe un grupo de 19 nodos, cada uno con
44 variables. Estos datos corresponden al conjunto de datos que disponen de información
del nodo central para el que se realiza la estimación en adición con información de nodos
cercanos. La capa de salida genera solo un valor que corresponde a la concentración de
mineral estimada. Cada capa oculta corresponde a una capa Conv1D. Previo a la capa de
salida es necesario incluir una capa Flatten5, seguida de una capa Dense. La capa Flatten
aplana el vector de datos que reciba de entrada, por ejemplo, si recibiera el grupo de

3https://keras.io/api/layers/regularization_layers/dropout
4https://keras.io/api/layers/convolution_layers/convolution1d/
5https://keras.io/api/layers/reshaping_layers/flatten/
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nodos (19×44) los concatenaría de forma secuencial generando un vector de 836 valores
(19 ∗ 44 = 836). Para la capa Dense se emplea la función linear (4.5), donde la salida es la
misma suma ponderada calculada, esta capa permite sintetizar el vector proveniente de la
capa Flatten y producir solo un valor.

Para el modelo RNN se emplea específicamente el modelo Long Short-Term Memory
(LSTM), implementado mediante la clase LSTM6. Los hiperparámetros considerados para
cada capa LSTM son la cantidad de neuronas o unidades que definen la salida de la capa, el
valor de dropout que se aplica sobre el vector de entrada de la capa y dropout recurrente que
se aplica al estado recurrente. El resto de hiperparámetros mantiene su valor por defecto.
Para los modelos CNN y RNN se emplea el mismo conjunto de datos, por ello ambos
tienen una capa de entrada 19×44. Cada capa oculta corresponde a una capa LSTM y
para generar la salida se emplea una capa Dense que permite sintetizar el vector de salida
de la última capa LSTM en solo un valor de salida.

4.4. Optimizadores

Para cada uno de los modelos se consideran los optimizadores SGD, RMSprop, Adam,
Adadelta, Adagrad, Adamax y Nadam, disponibles en la API7 de la biblioteca Keras. Cada
uno de estos optimizadores tiene un impacto en el proceso de entrenamiento y posterior
desempeño de un modelo. Entre todos los optimizadores, el método Stochastic Gradient
Descent (SGD) es la base e inspiración para los demás optimizadores.

Como se muestra en la Figura 4.10 una función de costo puede tener varios valores
mínimos locales, pero solo un mínimo global (Ruder, 2016). Dado que el descenso del
gradiente avanza desde un punto en la curva y en dirección opuesta al gradiente tendera
a un mínimo local. Dependiendo del valor inicial de los parámetros el descenso se puede
detener en un mínimo local. Esto se puede evitar en parte con el ratio de aprendizaje y
por lo mismo es un aspecto importante en los optimizadores.

Adagrad (Duchi et al., 2011) (Adaptative Gradient) es un algoritmo de optimización
basado en gradiente que adapta el ratio de aprendizaje para cada parámetro en un modelo,
desempeñando grandes actualizaciones para parámetros asociados a características poco
frecuentes y pequeñas actualizaciones para parámetros asociados a características frecuen-
tes. Esto produce un desempeño más robusto al tratar con conjuntos de datos sesgados,
permitiendo que tipos de datos menos frecuentes puedan tener más incidencia en el ajuste
de parámetros.

Adagrad acumula los gradientes o ajustes utilizados en cada iteración durante el proceso
de entrenamiento, esta información es empleada para la reducción del ratio de aprendizaje
en cada parámetro, sin embargo, esto resulta en un cambio agresivo en la reducción del
ratio de aprendizaje. Adadelta (Zeiler, 2012) es una variación de Adagrad que busca evitar
este inconveniente generando una ventana durante la que se consideran los gradientes,
disminuyendo el ratio de aprendizaje de manera uniforme. RMSprop (Root Mean Square

6https://keras.io/api/layers/recurrent_layers/lstm
7https://keras.io/api/optimizers/
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Figura 4.10: Mínimo local y mínimo global. Basado en (Chollet, 2017)

Propagation) funciona de la misma manera que Adadelta, pero ambos optimizadores fueron
desarrollados de forma independiente (Ruder, 2016).

SGD tiene problemas cuando la superficie del espacio de soluciones tiene hendiduras
o valles como en la Figura 4.11, oscilando entre pendientes de mínimos locales en busca
del mínimo global, lo que retrasa el proceso de entrenamiento y puede producir un es-
tancamiento en mínimos locales. Esta situación suele agravarse a medida que el ratio de
aprendizaje disminuye. Momentum es un método que ayuda a acelerar SGD en la dirección
relevante y reduce las oscilaciones mediante la adición de aceleración y velocidad (Ruder,
2016). Esto permite que, durante el descenso del gradiente en una pendiente de la superfi-
cie del espacio de soluciones, se acumule velocidad manteniendo la dirección de descenso,
disminuyendo el efecto que tendría un mínimo local, el que podría desviar la dirección a
otro punto en el espacio de soluciones.

Adam (Adaptive Moment Estimation) (Kingma and Ba, 2015) combina la adaptación
del ratio de aprendizaje para cada parámetro propuesta para los algoritmos RMSprop
y Adadelta con el Momentum en la búsqueda por un mínimo global. Adamax (Kingma
and Ba, 2015) es una variación de Adam, ambos métodos fueron propuestos en la misma
publicación.

Nadam (Nesterov-accelerated Adaptive Moment Estimation) (Dozat, 2016) es un op-
timizador que resulta de la combinación entre el método Adam y Nesterov Accelerated
Gradient (NAG) (Nesterov, 1983). Mientras que Momentum primero calcula el gradien-
te actual y luego da un gran salto en la dirección del gradiente acumulado actualizado,
NAG primero hace un gran salto en la dirección del gradiente acumulado anterior, mide el
gradiente y luego hace una corrección. Esta actualización anticipada evita que se avance
demasiado rápido y da como resultado una mayor capacidad de respuesta (Ruder, 2016).



Capítulo 4. Implementación 67

Figura 4.11: Espacio de soluciones para dos parámetros. Basado en (Ruder, 2016)

4.5. Funciones de activación

Respecto a las funciones de activación, existe una amplia variedad para ser empleadas
en las capas de un modelo. La biblioteca Keras dispone de una API8 de funciones de
activación para facilitar su implementación. Las funciones de activación empleadas en los
experimentos son softmax, softplus, softsign, ReLU, tanh, sigmoid, hard sigmoid y linear.
ReLU es mencionada en la sección 2.3.1, es una de las funciones más empleadas en NN.
La función más sencilla es la función lineal (Ecuación 4.3), que no realiza ningún cambio
en un vector z.

linear(z) = z (4.3)

La función de activación sigmoid (Ecuación 4.4) tiene un rango de valores que se en-
cuentra entre 0 y 1. Con un valor de entrada igual a cero el valor de salida es 0.5, para un
valor de entrada menor a -4 la salida generada tiende a 0 y para un valor de entrada mayor
a 4 la salida tiende a 1. Por su rango de valores se puede emplear para regular el paso de
valores, 0 impediría el paso de un valor, 1 permitirá el paso de un valor en su integridad
y valores intermedios también permitirían el paso de un valor pero de forma parcial . El
valor medio en el rango de valores generado por la función sigmoid no está centrado en 0
a diferencia de la función tangente hiperbólica (tanh - Ecuación 4.5) que genera valores
entre -1 y 1.

8https://keras.io/api/layers/activations/
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sigmoid(z) = 1
1 + e−z

(4.4)

tanh(z) = sinh(z)
cosh(z) = ez − e−z

ez + e−z
(4.5)

Hard sigmoid es un tipo de función que mantiene la forma de la función sigmoid,
generando valores entre 0 y 1, pero de una forma más simple, reduciendo el tiempo de
cómputo. La forma de hard sigmoid puede variar según la implementación, en la biblioteca
de Tensorflow9 está definida de acuerdo con la Ecuación 4.6

hard sigmoid(z) =


0 z < −2.5

0.2z + 0.5 −2.5 ≤ z ≤ 2.5
1 z > 2.5

(4.6)

De acuerdo con la documentación de Keras, softmax convierte un vector z de n valores
en un vector de probabilidades. Los valores del vector de probabilidades están entre 0 y 1,
y el resultado de su suma debe ser 1. La aplicación de la función softmax puede dividirse
en dos pasos, el primero consiste en la suma de todos los elementos del vector z, en la
Ecuación 4.7 se emplea el índice j; El segundo paso, consiste en dividir cada valor por
separado en z por la sumatoria del paso anterior, en la ecuación se emplea el índice i para
diferenciar ambos pasos. Softmax se utiliza a menudo como activación para la última capa
de una red de clasificación porque el resultado podría interpretarse como una distribución
de probabilidad.

softmax(z) = ezi∑n
j=1 e

zj
(4.7)

softplus está definida de acuerdo con la Ecuación 4.8. Es una aproximación “suave” de
la función de activación ReLu.

softplus(z) = log(ez + 1) (4.8)

softsign está definida de acuerdo con la Ecuación 4.9. Es una alternativa a la función de
activación tanh, ya que también produce valores entre -1 y 1, pero el cálculo de operaciones
involucradas requiere menor tiempo de cómputo.

softsign(z) = z

|z|+ 1 (4.9)

9https://www.tensorflow.org/api_docs/python/tf/keras/activations/hard_sigmoid
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Resultados y discusión

5.1. Diseño experimental

Se entrenan los modelos Feedforward Neural Network, Recurrent Neural Network y
Convolutional Neural Network para la estimación de concentración mineral, implementados
con la biblioteca de código Keras. La entrada de los datos corresponde a la información
disponible del LTMP según lo descrito en la sección 4. La variable por estimar corresponde
a la concentración de mineral de Cobre.

Las estimaciones generadas por los modelos DL son contrastadas con la concentración
de mineral “real” disponible en variables del STMP, y de esta manera se calcula el error
de los modelos DL. Mencionado esto, es también importante considerar que las variables
de LTMP contienen estimaciones de la concentración mineral generadas mediante métodos
geoestadísticos (OK), lo que se contrasta con la información del STMP produciendo un
error que se considera como baseline. De este modo, es posible comparar el desempeño de los
modelos DL con el desempeño de un método geoestadístico y establecer de forma clara una
disminución en el error en la estimación de concentración mineral. Para medir este error, en
este capítulo se presenta el valor de las métricas MAE, MSE y R2 tanto para los modelos
entrenados como para los valores considerados como baseline. Estas métricas son las más
representativas en problemas de regresión en ML y además, de acuerdo con la revisión de
la literatura (Sección 3.3), son las más empleadas en estimación de concentración mineral.

Las métricas MAE y MSE son un promedio, lo que les distingue es que MAE calcula el
valor absoluto de la diferencia entre la salida de un modelo y el valor esperado, mientras
que MSE calcula el cuadrado de esa diferencia. Esto hace que MAE sea una métrica más
sencilla que genera un valor directo del error en las estimaciones, pero como promedio ocul-
ta información. En cambio, MSE al emplear un exponente amplifica errores más grandes,
impidiendo que pasen desapercibidos al calcularse el promedio. Estas propiedades hacen
que suelen ser empleadas en conjunto. Otra característica de las métricas MSE y MAE es
que estas generan valores que solo aplican para un conjunto de valores esperados, específi-
camente para una unidad de medida e incluso una granularidad de valores. Esto hace que
los puntajes para las métricas MAE y MSE sean específicos para un problema o conjunto
de datos y que no sea sencillo interpretarlos. Por otro lado, la métrica R2 permite evaluar

69
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la relación lineal entre valores de referencia y su estimación. Permite cuantificar el grado
de similitud entre la línea de una regresión lineal de un conjunto de datos y la línea de la
función identidad (f(x) = x). Los valores generados por esta métrica se encuentran en un
rango entre 0 y 1, donde 1 indicaría que no hay error en las estimaciones, es decir, cada una
de las estimaciones coincide con el valor de referencia. Esta lógica aplica para cualquier
problema y, por lo tanto, es más sencillo de interpretar, basta con estar familiarizado con el
rango de valores que genera y su significado. Por esto R2 se complementa con las métricas
MAE y MSE.

Para la validación de los experimentos y sus resultados, es muy relevante la forma en la
que se emplean los datos. Es imperante evitar ciertos errores como medir el desempeño de
los modelos sobre los conjuntos empleados para entrenamiento. En esta tesis se emplea el
esquema de la Figura 5.1. Del conjunto inicial de datos se reserva una fracción para realizar
la prueba final, esta fracción de instancias sólo es usada al finalizar los experimentos. El
conjunto de instancias restantes primero se emplea en realizar entrenamiento y selección de
mejores valores para los hiperparámetros de cada modelo. El entrenamiento y evaluación
se lleva a cabo empleando el método de validación K-fold Cross-validation (CV), con K=10
(Zhang et al., 2013), (Jafrasteh et al., 2018), (Caté et al., 2017), (Iglesias et al., 2020). El
método CV consiste en dividir el conjunto de datos en K subconjuntos denominados folds,
realizando K iteraciones. En cada iteración un fold distinto es empleado para prueba y el
resto para entrenamiento. De este modo, en cada iteración se genera un modelo distinto
que es evaluado y, por lo tanto, al finalizar todas las iteraciones, se genera un promedio del
desempeño. La cantidad de folds empleada debe ser considerada en base a la cantidad de
datos disponibles, a la capacidad de cómputo y del tiempo disponible. Un mayor número
de folds resulta en una mayor cantidad de iteraciones y en consecuencia mayor tiempo de
cómputo, sin embargo, el método CV con un K elevado genera resultados más robustos
respecto a variaciones en la selección de datos de entrenamiento y prueba.

Para esta tesis se considera como un experimento el entrenamiento de un modelo y
su evaluación para diferentes valores en un hiperparámetro específico mientras el resto
de hiperparámetros no varía (ceteris paribus). Esto permite dilucidar el efecto que tiene
cada hiperparámetro de forma individual. Para comenzar con los experimentos, una vez
seleccionados los hiperparámetros a ser analizados, se desarrollan escenarios iniciales donde
a los hiperparámetros se les asocian valores arbitrarios.

Para cada experimento se analiza y estudia solo un hiperparámetro variando el valor
que puede adquirir y se presentan los resultados en términos de las métricas MAE, MSE y
R2. Los resultados son presentados principalmente en gráficas para facilitar su visualización
y análisis. Para cada experimento las gráficas presentan resultados de cada métrica por
separado. Adicionalmente, los resultados de los experimento para los modelos FNN, CNN
y RNN, se presentan en tablas en los Anexos B, C y D, respectivamente.

Dado que en los experimentos de análisis de hiperparámetros se emplea el método CV,
el valor que se presenta para cada métrica corresponde al promedio de las iteraciones.
En las tablas disponibles en los anexos se presenta la desviación estándar (DE) de los
valores considerados para generar cada promedio. En las gráficas, la desviación estándar
se presenta como una línea vertical de color gris oscura.
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Figura 5.1: Metodología en implementación y distribución de datos

Como se menciona antes, se considera como baseline la comparación entre (1) las esti-
maciones generadas por métodos geoestadísticos incluida en las variables de concentración
mineral del LTMP (cut_lp) y (2) las estimaciones disponibles en STMP (cut_pz). De
acuerdo con el esquema empleado para la distribución de los datos (Figura 5.1), se dispone
de un valor baseline para el conjunto empleado en el proceso de entrenamiento y para el
conjunto de prueba, esto para cada modelo DL. Hay que considerar que el modelo FNN
es evaluado con un conjunto de datos cuyo procesamiento difiere al procesamiento emplea-
do en el conjunto de datos con el que se evalúan los modelos CNN y RNN. Por esto, se
presentan valores distintos en las métricas del baseline, que es informado en la sección de
cada modelo. Por último, el conjunto de entrenamiento es dividido en folds de acuerdo con
el método CV como se indicaba antes, por lo que las métricas corresponden a su promedio
y desviación estándar. Esto también aplica para el cálculo del baseline en cada métrica.

Todos los experimentos emplean early stop en la etapa de entrenamiento, es decir, se
detiene el entrenamiento si no hay una mejora en la función de costo luego de 15 iteraciones,
lo que se calcula en base al fold de validación. De los experimentos se extrae la información
de la cantidad de épocas que serán empleados en la prueba final. Una vez realizados los
experimentos para los modelos y determinados los valores para cada hiperparámetro se
procede a entrenar cada modelo con el conjunto de datos de entrenamiento completo y
se realiza la evaluación final con los datos de prueba ocultos hasta ese momento. De esta
manera, se evita que los modelos seleccionados se ajusten a los datos de prueba.

Los experimentos para el CNN se realizan en un servidor del grupo de investigación
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Machine Learning y Visión por Computador (MLVC), mientras que los experimentos de
los modelos FNN y RNN se realizan en el servidor de Postgrado de la Facultad de Ciencias
Empresariales. En la sección 1.1.5 se describen las especificaciones de ambos servidores.

5.2. Feedforward Neural Network
Para el modelo FNN los valores iniciales de los hiperparámetros considerados son:

Neuronas: 20

Capas ocultas: 1

Función de activación: ReLu

Dropout: 0.0

Optimizador: RMSprop

El conjunto empleado para realizar los experimentos con este modelo contiene en total
732,870 instancias. 60,000 instancias son reservadas para una prueba final. Se implementa
10-Fold Cross Validation con las 672,870 instancias restantes, cada fold con 67,287 ins-
tancias. Cada iteración en el esquema CV implica el uso de 9 folds para entrenamiento
(605,583 instancias) y un fold para validación (67,287 instancias).

Para las instancias empleadas en validación, de donde se recoge el rendimiento de los
modelos en los experimentos, el baseline obtiene 0.1951 en la métrica MAE (DE 0.0014),
0.2238 en métrica MSE (DE 0.0110) y 0.4669 en métrica R2 (DE 0.0126).

5.2.1. Neuronas

El primer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento en función de la
cantidad de neuronas, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están disponibles
en la Figura 5.2. Se entrena el modelo con los hiperparámetros iniciales a excepción de la
cantidad de neuronas por capa. Se entrena el modelo con 5, 20, 100, 300, 400, 500, 600,
700, 800, 900 y 1,000 neuronas por capa. De las gráficas de las métricas MSE y R2 se
puede observar una mejora en el rendimiento que converge en las 400 neuronas. También
se aprecia un pequeño aumento en las 700 neuronas.

5.2.2. Capas

El segundo experimento corresponde a la evaluación del rendimiento en función de la
cantidad de capas, se realizan pruebas con 1, 2, 3, 4 y 5 capas. Los resultados para las
métricas MAE, MSE y R2 están disponibles en la Figura 5.3. Para este experimento se
emplean 700 neuronas por capa y el resto de hiperparámetros iniciales. Como se puede
observar en las gráficas de las tres métricas, cuando el número de capas es 3, se obtiene un
mejor desempeño.
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(a) Métrica MAE

(b) Métrica MSE

(c) Métrica R2

Figura 5.2: Gráficas de desempeño para diferente número de neuronas por capa en la FNN
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Figura 5.3: Gráficas de desempeño para diferente número de capas en la FNN
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5.2.3. Función de activación

El tercer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la función
de activación en las neuronas, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están
disponibles en la Figura 5.4. Para este experimento se emplean 3 capas cada una con
700 neuronas y el resto de hiperparámetros mantiene los valores iniciales. Se prueban las
funciones de activación softmax, softplus, softsign, relu, tanh, sigmoid, hard sigmoid y
linear, descritas en la sección 4.5. Para la métrica MAE la función softplus es la que genera
un mejor rendimiento, pero para las métricas MSE y R2 es la función sigmoide.

5.2.4. Dropout

El cuarto experimento corresponde a la evaluación del rendimiento para diferentes
valores en las capas dropout, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están
disponibles en la Figura 5.5. Los valores para los que se realizan pruebas son 0.1, 0.2, 0.3,
0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 y 0.9. Sólo cuando se emplea 0.1 para dropout se aprecia una mejora
en las métricas MSE y R2. Estas pruebas se realizan con 3 capas ocultas de 700 neuronas
cada una y la función de activación sigmoide.

5.2.5. Optimizador

El quinto y último experimento para el modelo FNN corresponde a la evaluación del
rendimiento para los algoritmos optimizadores SGD, RMSprop, Adagrad, Adadelta, Adam,
Adamax y Nadam descritos en la sección 4.4. Los resultados para las métricas MAE, MSE
y R2 están disponibles en la Figura 5.6. Con 3 capas ocultas de 700 neuronas cada una, la
función de activación sigmoide y 0.1 de dropout, el mejor optimizador resulta ser Nadam.
Los resultados en este experimento son consistentes en las tres métricas.

5.3. Convolutional Neural Network

Para el modelo CNN los valores iniciales de los hiperparámetros considerados son:

Filtros: 32

Tamaño kernel: 5

Capas: 1

Función de activación: ReLu

Optimizador: RMSprop

El conjunto empleado contiene en total 545,768 instancias. 45,000 instancias son re-
servadas para una prueba final. Se implementa 10-Fold Cross Validation con las 500,768
instancias restantes, cada fold con 50,076 instancias. Cada iteración en el esquema CV
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Figura 5.4: Gráficas de desempeño para diferentes funciones de activación en la FNN
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Figura 5.5: Gráficas de desempeño para diferentes valores de dropout en la FNN
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Figura 5.6: Gráficas de desempeño para diferentes optimizadores en la FNN
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implica el uso de 9 folds para entrenamiento (450,684 instancias) y un fold para validación
(50,076 instancias).

Para las instancias empleadas en validación, de donde se recoge el rendimiento de los
modelos en los experimentos, el baseline obtiene 0.2032 en la métrica MAE (DE 0.0016),
0.2425 en métrica MSE (DE 0.0144) y 0.4617 en métrica R2 (DE 0.0138).

5.3.1. Filtros

El primer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la can-
tidad de filtros por capa. Se realizan pruebas con 16, 32, 64, 128, 256 y 512 filtros. Los
resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están disponibles en la Figura 5.7. Para las
métricas MSE y R2 se observa una convergencia en los 128 filtros, aunque para los 512 se
presenta una leve mejora.

5.3.2. Tamaño kernel

El segundo experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto al tamaño
de kernel, los resultados se presentan en la Tabla 5.1. Se prueban kernels de tamaño 3 y
5 empleando 512 filtros. En las métricas MSE y R2 se obtienen mejores resultados con un
kernel tamaño 3.

Tabla 5.1: CNN: Resultados por tamaño de kernel

kernel MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
3 0.1852 (0.0053) 0.1743 (0.0133) 0.6131 (0.0189)
5 0.1844 (0.0045) 0.1759 (0.0142) 0.6097 (0.0208)

5.3.3. Capas

El tercer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la cantidad
de capas, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están disponibles en la Figura
5.8. Los mejores resultados se obtienen con 3 capas. Cada capa con 512 filtros y un kernel
de tamaño 3.

5.3.4. Función de activación

El cuarto experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la función
de activación asignada a cada capa, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están
disponibles en la Figura 5.9. Empleando 2 capas, cada una con 512 filtros y kernel de tamaño
3, se prueban las funciones relu, linear(None), sigmoid, tanh, softmax, softplus, softsign y
hard sigmoid. También se considera el no uso de función de activación (None). La función
sigmoide obtiene los mejores resultados, superando levemente a la función de activación
ReLu.



Capítulo 5. Resultados y discusión 80

16 32 64 128 256 512
filtros

0.180

0.182

0.184

0.186

0.188

0.190

M
AE  0.1850

 0.1862
 0.1846

 0.1854  0.1859
0.1844

(a) Métrica MAE

16 32 64 128 256 512
filtros

0.16

0.17

0.18

0.19

M
SE

 0.1835
 0.1791 0.1773  0.1761  0.1765 0.1759

(b) Métrica MSE

16 32 64 128 256 512
filtros

0.57

0.58

0.59

0.60

0.61

0.62

0.63

R2

 0.5928

 0.6027
 0.6066  0.6091  0.6084 0.6097

(c) Métrica R2

Figura 5.7: Gráficas de desempeño para diferentes cantidad de filtros en la CNN
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Figura 5.8: Gráficas de desempeño por cantidad de capas en la CNN
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Figura 5.9: Gráficas de desempeño por función de activación en la CNN
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5.3.5. Optimizador

El quinto y último experimento para el modelo CNN corresponde a la evaluación del
rendimiento para diferentes algoritmos de optimización, los resultados para las métricas
MAE, MSE y R2 están disponibles en la Figura 5.10. Nadam es el optimizador con el que
se obtienen los mejores resultados en las tres métricas.

5.4. Recurrent Neural Network

Para el modelo RNN los valores iniciales de los hiperparámetros considerados son:

Neuronas: 50

Capas ocultas: 2

Dropout: 0.0

Dropout recurrente: 0.0

Activación: tanh

Activación recurrente: sigmoid

Optimizador: RMSprop

El conjunto empleado es el mismo utilizado para los experimentos con los modelos
CNN, que contiene en total 545,768 instancias y donde 45,000 instancias son reservadas
para una prueba final. Se implementa 10-Fold Cross Validation con las 500,768 instancias
restantes, cada fold con 50,076 instancias. Cada iteración en el esquema CV implica el
uso de 9 folds para entrenamiento (450,684 instancias) y un fold para validación (50,076
instancias).

Para las instancias empleadas en validación, de donde se recoge el rendimiento de los
modelos en los experimentos, el baseline obtiene 0.2032 en la métrica MAE (DE 0.0016),
0.2425 en métrica MSE (DE 0.0144) y 0.4617 en métrica R2 (DE 0.0138).

En los experimentos no se analiza el impacto de los hiperparámetros función de activa-
ción regular, función de activación recurrente y optimizadores, debido a su excesivo tiempo
de cómputo, que excede el horizonte temporal de ejecución de esta tesis.

5.4.1. Neuronas

El primer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la can-
tidad de neuronas por capa, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están dis-
ponibles en la Figura 5.11. Se realizan pruebas con 5, 20, 50, 100, 300 y 500 neuronas. De
acuerdo con los resultados en las tres métricas, el modelo alcanza el mejor desempeño con
500 neuronas por capa.
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Figura 5.10: Gráficas de desempeño para diferentes optimizadores en la CNN
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Figura 5.11: Gráficas de desempeño para diferentes cantidades de neuronas en la RNN
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5.4.2. Capas

El segundo experimento corresponde a la evaluación del rendimiento respecto a la
cantidad de capas, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están disponibles en
la Figura 5.12.

Las pruebas se realizan con 100 neuronas, a pesar de que con 500 neuronas se alcanzan
los mejores resultados. Esto debido al excesivo tiempo de cómputo que se requiere con
tal cantidad de neuronas por capa, de aproximadamente 24 horas por modelo entrenado,
aumenta a 240 dado que se utiliza el método CV. En este esquema, se realizan pruebas
con 1, 2, 3 y 4 capas. Se puede observar que los resultados con 2 capas superan levemente
al resto.

5.4.3. Dropout recurrente

El tercer experimento corresponde a la evaluación del rendimiento para distintos valores
de dropout recurrente en cada capa, los resultados para las métricas MAE, MSE y R2 están
disponibles en la Figura 5.13. Empleando 2 capas con 100 neuronas cada una, se prueban
diferentes valores para dropout recurrente. En cuanto a las métricas MSE y R2 se aprecia
una convergencia en 0.4 con resultados que se mantienen hasta 0.7. Se opta por mantener
un dropout recurrente de 0.4, ya que su aumento no reporta una mejora.

5.4.4. Dropout

El cuarto y último experimento corresponde a la evaluación del rendimiento para distin-
tos valores de dropout regular en cada capa, los resultados para las métricas MAE, MSE
y R2 están disponibles en la Figura 5.14. Ya con 0.4 en dropout recurrente, el dropout
convencional no genera mejoras en los resultados.

Para los experimentos de los hiperparámetros Dropout recurrente y Dropout regular
se realiza una división en los datos por fold, generando un archivo de datos para cada fold.
Esto permite cargar en memoria solo un fold para entrenamiento y evaluación. Este ajuste
en el tratamiento de los datos fue necesario debido al alto uso de la memoria del servidor
por otros usuarios y no por el alto consumo de memoria de los modelos.

5.5. Pruebas finales
Del procesamiento de los datos se generó un conjunto de 732,870 instancias, de donde

se reservaron 60,000 instancias para realizar la prueba final y el resto (672,870 instancias)
se empleó para realizar los experimentos para el modelo FNN. Para la prueba final, un
nuevo modelo FNN es entrenado empleando las 672,870 instancias y su capacidad puesta
a prueba con las 60,000 instancias reservadas desde el inicio de los experimentos. Por otro
lado, sobre el conjunto de datos de 732,870 instancias, se realiza un procesamiento para
incluir nodos vecinos. De este tratamiento resultan 545,768 instancias, de las que 45,000
son reservadas para una prueba final y el resto de instancias (500,768) es empleada para
realizar experimentos para los modelos CNN y RNN. Para la prueba final de los modelos
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Figura 5.12: Gráficas de desempeño para diferente número de capas en la RNN
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(b) Métrica MSE

(c) Métrica R2

Figura 5.13: Gráficas de desempeño para diferente dropout recurrente en la RNN
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Figura 5.14: Gráficas de desempeño para diferente dropout en la RNN
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CNN y RNN estos son entrenados sobre las 500,768 instancias y son evaluadas sobre las
mismas 45,000 instancias. El desempeño de baseline para los conjuntos de prueba en las
tres métricas empleadas está disponible en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2: Desempeño de baseline en conjuntos de prueba

Instancias MAE MSE R2 Modelos probados
60,000 0.1960 0.2419 0.4504 FNN
45,000 0.2023 0.2379 0.4664 CNN y RNN

Para efectos de análisis del desempeño de los modelos, resulta directa la comparación
entre los modelos RNN y CNN mediante las métricas MAE, MSE y R2, ya que, comparten
los mismos conjuntos de entrenamiento y prueba. En cambio, el modelo FNN es entrenado
y puesto a prueba con otros conjuntos de datos. De manera preliminar, una buena compa-
ración puede darse mediante el porcentaje de mejora en las métricas en comparación con
el baseline del respectivo conjunto de datos de prueba. En las Figuras 5.15a y 5.15b, se
presentan histogramas y un resumen de estadísticos de los conjuntos de prueba antes men-
cionados de 60,000 y 45,000 instancias. Se puede apreciar que ambos conjuntos de datos
mantienen una alta similitud en los valores de cada estadístico. Ambos mantienen un sesgo
positivo, un promedio que difiere en 0.01, una desviación estándar que difiere en 0.01, una
mediana que difiere en 0.01, con el mismo valor mínimo y un valor máximo que difiere en
4.24. También es importante mencionar que ambos conjuntos mantienen similitud con la
distribución y estadísticos presentados en la Figura 4.4.

La ubicación de cada nodo en el espacio tridimensional para los conjuntos de prueba es
presentada en la Figura 5.16, un color más oscuro representa una menor altura (de acuerdo
con el eje Z). En la Figura 5.16a se presenta el conjunto de prueba para el modelo FNN y
en la Figura 5.16b se presenta el conjunto de prueba para los modelos CNN y RNN. En
esta comparación visual, se puede apreciar que ambos conjuntos tienen una distribución
espacial bastante similar y es apenas visible alguna diferencia dado que un conjunto es más
pequeño.

5.5.1. Prueba final FNN

Para la prueba final los hiperparámetros del modelo FNN son:

Neuronas: 700

Capas ocultas: 3

Función de activación: sigmoid

Dropout: 0.1

Optimizador: Nadam
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(a) Histograma de concentración de cobre de instancias de prueba

(b) Histograma de concentración de cobre de instancias de prueba para nodos con vecindad

Figura 5.15: Histogramas de concentración de cobre para conjunto de datos de prueba final
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(a) Conjunto de prueba de 60,000 instancias

(b) Conjunto de datos de prueba de 45,000 instancias

Figura 5.16: Representación de ubicación espacial de nodos en conjuntos de prueba
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Como se mencionó antes, se emplea el conjunto de datos de prueba de 60,000 instancias
reservado desde el inicio de los experimentos. Para el conjunto de prueba el valor de las
métricas para el baseline son 0.1960 para MAE, 0.2419 para MSE, 0.4504 para R2 y 0.6816
para R. Mientras que para el modelo FNN el rendimiento es de 0.1763 para MAE, 0.1920
para MSE, 0.5638 para R2 y 0.7574 para R. Un gráfico de tipo dispersión donde el eje
horizontal considera el valor real y el eje vertical considera el valor estimado es presentado
en la Figura 5.17, para comparar visualmente el desempeño. El entrenamiento y prueba
requirió 1,827 segundos (30 minutos y 27 segundos) en el servidor de Posgrado de la
Facultad. Para el entrenamiento se usaron 80 épocas, que corresponde al promedio de
épocas límite en los que se conseguía una mejora en el entrenamiento en el experimento
de optimizadores para el algoritmo Nadam. Las capas empleadas para la arquitectura que
compone el modelo empleado en la prueba final y la forma de la salida que genera cada
capa se presenta en la Tabla 5.3.

(a) Máxima concentración 5 (b) Máxima concentración 1

Figura 5.17: FNN: Gráficos de dispersión de prueba final

5.5.2. Prueba final CNN

Para la prueba final los valores para los hiperparámetros del modelo CNN son:

Filtros: 512

Tamaño kernel: 3

Capas: 3

Función de activación: Sigmoid
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Tabla 5.3: FNN: Arquitectura empleada en prueba final

Capa Forma de salida Parámetros
Dense (700) 30,800
Dropout (700) 0
Dense (700) 490,700
Dropout (700) 0
Dense (700) 490,700
Dense (1) 701

La primera capa en la tabla es la capa de
entrada que recibe un vector de forma (43). El
total de parámetros a entrenar es 1,012,901

Optimizador: Nadam

Se emplea un conjunto de datos de prueba de 45,000 instancias reservado desde el inicio
de los experimentos. Para el conjunto de prueba el valor de las métricas para el baseline
son 0.2023 para MAE, 0.2379 para MSE, 0.4664 para R2 y 0.6920 para R. Mientras que
para el modelo CNN el rendimiento es de 0.1670 para MAE, 0.1499 para MSE, 0.6637
para R2 y 0.8126 para R. Un gráfico de tipo dispersión donde el eje horizontal considera el
valor real y el eje vertical considera el valor estimado es presentado en la Figura 5.18, para
comparar visualmente el desempeño. El entrenamiento y prueba requirió 20,239 segundos
(5 horas, 37 minutos y 19 segundos) en el servidor de Posgrado de la Facultad. Para el
entrenamiento se usaron 64 épocas, que corresponde al promedio de épocas límite en los
que se conseguía una mejora en el entrenamiento en el experimento de optimizadores para
el algoritmo Nadam. Las capas empleadas para la arquitectura que compone el modelo
empleado en la prueba final y la forma de la salida que genera cada capa se presenta en la
Tabla 5.4.

Tabla 5.4: CNN: Arquitectura empleada en prueba final

Capa Forma de salida Parámetros
Conv1D (17, 512) 68,096
Conv1D (15, 512) 786,944
Conv1D (13, 512) 786,944
Flatten (6,656) 0
Dense (1) 6,657

La primera capa en la tabla es la capa de
entrada que recibe un vector de forma (19,44).
El total de parámetros a entrenar es 1,648,641

5.5.3. Prueba final RNN

El optimizador que se emplea en la prueba final es Nadam método que obtuvo los me-
jores resultados en los dos modelos anteriores (FNN y CNN). Las funciones de activación
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(a) Máxima concentración 5 (b) Máxima concentración 1

Figura 5.18: CNN: Gráficos de dispersión de prueba final

empleadas corresponden a las definidas por defecto en la librería Keras. Estas funciones de
activación son ampliamente empleadas y de acuerdo con investigaciones empíricas son las
que mejor resultados producen en capas LSTM. Como ejemplo, (Breuel, 2015), presenta un
informe en donde se comparan diferentes valores para los hiperparámetros en una LSTM
y concluye que las funciones de activación tanh y sigmoid tienen un mejor desempeño, lo
que se determina para dos conjuntos de datos de números y caracteres dibujados a mano
(MINST y UW3, respectivamente). También, (Jozefowicz et al., 2015) presenta una inves-
tigación en donde se implementan cerca de 10,000 arquitecturas RNN mediante algoritmos
genéticos, donde se consideran las funciones de activación tanh(), sigmoid(), ReLu() y va-
riaciones de Linear(). Las arquitecturas son puestas a prueba con tres conjuntos de datos,
el primero de operaciones aritméticas, el segundo predicción de caracteres para la genera-
ción de archivos XML y una tarea de modelado de lenguaje a nivel de palabras. Las tres
mejores arquitecturas resultan ser LSTM, con las funciones de activación tanh y sigmoid.

Entonces para la prueba final los valores para los hiperparámetros del modelo RNN
son:

Neuronas: 500

Capas ocultas: 2

Dropout: 0.0

Dropout recurrente: 0.4

Activación: tanh
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Activación recurrente: sigmoid

Optimizador: Nadam

Se emplea un conjunto de datos de prueba de 45000 instancias reservado desde el inicio
de los experimentos. Para el conjunto de prueba el valor de las métricas para el baseline son
0.2023 para MAE, 0.2379 para MSE, 0.4664 para R2 y 0.6920 para R. Mientras que para el
modelo RNN el rendimiento es de 0.1591 para MAE, 0.1442 para MSE, 0.6765 para R2 y
0.8221 para R. Un gráfico de tipo dispersión donde el eje horizontal considera el valor real
y el eje vertical considera el valor estimado es presentado en la Figura 5.19, para comparar
visualmente el desempeño. El entrenamiento y prueba requirió 48,544 segundos (13 horas,
29 minutos y 4 segundos) en el servidor de Posgrado de la Facultad. Para el entrenamiento
se usaron 55 épocas, que corresponde al promedio de épocas límite en los que se conseguía
una mejora en el entrenamiento en el experimento de dropout con valor 0.4. Las capas
empleadas para la arquitectura que compone el modelo empleado en la prueba final y la
forma de la salida que genera cada capa se presenta en la Tabla 5.5.

(a) Máxima concentración 5 (b) Máxima concentración 1

Figura 5.19: CNN: Gráficos de dispersión de prueba final

5.5.4. Relevancia estadística

El desempeño de los modelos DL en el proceso de entrenamiento y prueba se mide
al comparar cada predicción (yDL) con el valor esperado (ytest). De la misma manera, el
desempeño del método geoestadístico cuyas estimaciones son parte de LTMP (yLTMP ), se
puede medir al compararlas con los datos del STMP (ytest).
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Tabla 5.5: RNN: Arquitectura empleada en prueba final

Capa Forma de salida Parámetros
LSTM (19, 500) 1,090,000
LSTM (500) 2,002,000
Dense (1) 501

La primera capa en la tabla es la capa
de entrada que recibe un vector de forma
(19,44). El total de parámetros a entrenar
es 3,092,501.

Para determinar si existe una mejora entre los modelos DL y LTMP, se debe calcular el
error de cada modelo. Al comparar el error que se genera, es posible determinar cuál modelo
tiene mayor precisión. El error de ambos modelos para cada instancia puede ser definido
por el residual absoluto. En el caso de los modelos DL corresponderá a residualDL =
|ytest − yDL| y las estimaciones en el LTMP será residualLTPM = |ytest − yLTPM |.

El test de Wilcoxon (Wilcoxon, 1945) es una prueba que permite probar la relevancia
estadística de la diferencia entre dos conjuntos de datos. En este caso, la diferencia está
dada por residualLTPM−residualDL, cuyo resultado tiene tres alternativas, primero, puede
ser igual a cero, lo que implicaría que ambos modelos tienen el mismo error, segundo, el
resultado es positivo, esto implica que es mayor el error en las estimaciones del LTMP y
tercero, el resultado es negativo, lo que implica que es mayor el error en las estimaciones
del modelo DL.

Para llevar a cabo la implementación del test Wilcoxon se utilizó una función de la
librería Scipy1. Dicha función permite realizar una prueba bilateral (two-sided test), donde
la hipótesis nula dice que la mediana de las diferencias es cero frente a la alternativa de
que es diferente de cero y una prueba unilateral (one-sided test), donde la hipótesis nula
establece que la mediana es negativa frente a la alternativa de que es positiva. En otras
palabras, la prueba bilateral plantea la hipótesis nula de que no hay diferencia significa-
tiva frente a la alternativa de que si hay, mientras que la prueba unilateral plantea como
hipótesis nula que predominan valores negativos frente a la alternativa de que predominan
valores positivos.

Para cada modelo considerado en las pruebas finales antes descritas, se lleva a cabo la
prueba bilateral y luego la prueba unilateral, el resumen de los resultados se encuentra en
la Tabla 5.6. Como se puede observar, se dispone de una columna con el valor P de cada
prueba, para cada modelo. Todos los valores P cumplen con nivel de significancia = 5 %
(0.05), es decir cada valor cumple con P < 0.05, lo que permite rechazar cada hipótesis nula.
Por lo tanto, para cada modelo, existe una diferencia significativa y además, predominan
valores positivos, por lo que existe una disminución del error estadísticamente. significativa.

1https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.wilcoxon.html
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Tabla 5.6: Resumen test estadístico

Hipótesis nula P -value Conclusión

FNN
No hay diferencia 1.943e-84 Si hay diferencia
Hay mas valores negativos 9.716e-85 Hay mas positivos

1D CNN
No hay diferencia 4.385e-251 Si hay diferencia
Hay mas valores negativos 2.193e-251 Hay mas positivos

LSTM
No hay diferencia 0.0 Si hay diferencia
Hay mas valores negativos 0.0 Hay mas positivos

5.6. Discusión

La metodología empleada muestra que los modelos de FNN, CNN y RNN efectivamente
mejoran el desempeño de las estimaciones de concentración de cobre. Para el preprocesa-
miento de los datos se realiza una selección de variables, descartando variables que aportan
información de la organización y el orden de explotación mineral y manteniendo variables
de propiedades geológicas de la roca. Se contempla tratamiento de valores ausentes los que
se encontraron en ambos modelos, STMP y LTMP, lo que reduce de manera drástica el
conjunto de datos original de 49,295,441 instancias a 732,870. Se aplica un tratamiento
de variables cualitativas lo que aumenta el tamaño del vector de entrada de 25 a 43 y se
realiza una normalización de variables cuantitativas, siendo las variables de coordenadas
normalizadas de forma simétrica. Además, se propone la inclusión de nodos vecinos que
aporten mayor información en la estimación de concentración para un nodo central, ge-
nerando un conjunto de datos de 545,768 instancias, esto permite la implementación de
modelos que requieren como entrada grupos de datos, como los modelos CNN y RNN.

5.6.1. Sobre optimización de hiperparámetros

Para la evaluación de FNN se consideran la cantidad de neuronas, la cantidad de capas,
función de activación en las capas ocultas, la inclusión de capas con dropout y diferentes
optimizadores para el ajuste de los pesos. En el experimento con diferentes cantidades de
neuronas se establece que el incremento en la cantidad de neuronas produce una mejora
en el rendimiento. Sin embargo, la evolución en la mejora del rendimiento converge en
cierto punto. En los resultados para diferente cantidad de capas ocultas, se logra mejorar
el desempeño, pero pasado cierta cantidad de capas el desempeño comienza a empeorar.
En el experimento de funciones de activación, ReLu obtiene buenos resultados, pero se ve
levemente superada por el desempeño de la función de activación sigmoid. Es interesante
observar que la función de activación con peor desempeño es la lineal. Hay que recordar
que el uso de una función de activación no lineal permite al modelo capturar relaciones no
lineales. El hecho de que una función de activación lineal obtenga los peores resultados,
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brinda indicios de que efectivamente podrían existir relaciones no lineales y, por lo tanto,
los modelos de DL son adecuados para resolver el problema propuesto en esta tesis. Por
otro lado, la adición de dropout en toda la arquitectura no genera grandes cambios en
el desempeño, en los experimentos el valor de Dropout se aumenta de forma gradual y
se logra una mejora al considerar un 10%, pero el aumento en este porcentaje se traduce
rápidamente en un declive en el desempeño. Para el análisis de optimizadores se obtuvieron
los resultados más consistentes entre métricas, donde Nadam obtuvo el mejor resultado.
En general se observa consistencia en los resultados obtenidos por las métricas MSE y R2,
pero hay discrepancias en los resultados de la métrica MAE.

Para la evaluación del modelo CNN se consideraron la cantidad de filtros, tamaño de
kernel, capas, función de activación en capas ocultas y optimizador. Los resultados de la
cantidad de filtros tienen una evolución similar a la obtenida por cantidad de neuronas
para el modelo FNN. Al aumentar la cantidad de filtros por capa, luego de cierto punto el
desempeño comienza a converger. La evaluación del tamaño de kernel resultó de inmediato
en un kernel pequeño con mejores resultados, esto indica que una ventana más pequeña, es
decir, menos instancias sobre las que aplicar el producto punto, genera mejores resultados.
En el experimento de capas se observa el mismo comportamiento que en el experimento con
el modelo FNN, donde el desempeño aumenta progresivamente hasta la capa número tres
y en la capa cuatro comienza a empeorar. Al igual que en el experimento de funciones de
activación para el modelo FNN las funciones de activación Relu y sigmoid obtienen mejores
resultados, siendo esta última la mejor de todas las funciones. Respecto a los optimizadores,
el mejor resulta ser Nadam, al igual que en FNN.

Para la evaluación de RNN se considera la cantidad de neuronas por capa oculta, la
cantidad de capas ocultas, el dropout recurrente, la cantidad de dropout regular, la función
de activación regular y recurrente y el optimizador. Los tres últimos hiperparámetros no
fueron evaluados mediante experimentos. En la evaluación de cantidad de neuronas, a más
neuronas mejor desempeño, pero también más tiempo de cómputo. En los experimentos se
llega a experimentar con 500 neuronas y al observar el gráfico de resultados, se observa que
los resultados no convergen, por lo que se puede pronosticar que un aumento en la cantidad
de neuronas aún podría mejorar el desempeño, sin embargo, se desiste debido al tiempo
excesivo de cómputo. Respecto a la cantidad de capas, el aumento de estas no presenta
mejores resultados, situación que también ocurre con el modelo FNN. De los experimentos
con dropout recurrente se obtiene una mejora leve y con dropout regular no se obtiene
ninguna mejora.

Para definir el cambio producido en el proceso de optimización de hiperparámetros,
se puede comparar el mejor desempeño del primer experimento y el mejor desempeño del
último experimento en términos porcentuales. Para el modelo FNN se logra una mejora
en las métricas MAE, MSE y R2 en un 3.9%, 5.4% y 4.2%, esto se tradujo además, en
estimaciones más estables, ya que la desviación estándar disminuyó 33.9% en promedio.
Para el modelo CNN se logra una mejora en las métricas MAE, MSE y R2 en un 5.3%,
7.2%, 4.5%, esto se tradujo además, en estimaciones más estables, ya que la desviación
estándar disminuyó 14.6% en promedio. Para el modelo RNN se realizan las comparaciones
considerando 100 neuronas en vez de 500, en estos términos se logra una mejora en las
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métricas MAE, MSE y R2 en un 0.6%, 3.4% y 1.9%, esto se tradujo en estimaciones
menos estables, ya que la desviación estándar aumentó 13.8% en promedio.

Cada experimento es consecutivo y en un orden arbitrario. El mejor valor para un
hiperparámetro es empleado en el siguiente experimento. Al considerar esto, se puede
establecer que los valores para los hiperparámetros que resultan de la experimentación, son
consecuencia del orden en que se evaluaron los hiperparámetros. Por ejemplo, en el caso del
modelo FNN, primero se evalúa el número de neuronas, donde resulta que 700 neuronas
generan un mejor desempeño, lo que condiciona los resultados del experimento para el
número de capas. Así también tiene efecto en los experimentos para los hiperparámetros
posteriores.

5.6.2. Sobre pruebas finales

Una vez se establecen los mejores valores para los hiperparámetros considerados para
cada modelo, se ponen a prueba en conjuntos de datos apartados para este propósito,
donde se busca validar los hiperparámetros y comprobar la capacidad de generalización de
los modelos. El desempeño que tiene cada modelo en su respectivo conjunto de prueba, el
cambio porcentual entre el baseline de cada conjunto de prueba y el respectivo modelo, y
el tiempo de cómputo (en segundos) está disponible en la Tabla 5.7. Se puede establecer
que los tres modelos tienen la capacidad de reducir el error. Los resultados indican que
los modelos se ajustan a los datos y son capaces de capturar las relaciones lineales, no
lineales y espaciales. En términos porcentuales, el modelo RNN alcanza la mayor mejora y
se puede establecer con claridad su superioridad respecto al modelo CNN. La comparación
respecto al modelo FNN no es tan directa dado que no se entrenan y prueban con los
mismos conjuntos, pero en principio también se puede concluir que RNN le supera, dado
que logra un porcentaje de mejora superior. Además, se puede notar que para el proceso
de entrenamiento y prueba, el modelo CNN requirió 20,239 segundos en 64 iteraciones
(aproximadamente 316 segundos por iteración), mientras que el modelo RNN requirió
48,544 segundos en 55 iteraciones (aproximadamente 882.6 segundos por iteración), 2.4
veces más de tiempo.

Tabla 5.7: Desempeño de modelos en conjuntos de prueba

MAE (% cambio) MSE (% cambio) R2 (% cambio) R (% cambio) segundos
baseline (60,000) 0.1960 0.2419 0.4504 0.6816 -
FNN 0.1763 (-10.05) 0.192 (-20.63) 0.5638 (25.18) 0.7574 (11.12) 1,827
baseline (45,000) 0.2023 0.2379 0.4664 0.6920 -
CNN 0.1670 (-17.45) 0.1499 (-36.99) 0.6637 (42.30) 0.8126 (17.42) 20,239
RNN 0.1591 (-21.35) 0.1442 (-39.39) 0.6765 (45.05) 0.8221 (18.80) 48,544

Es también importante considerar el cambio que se produce entre el mejor desempeño
obtenido en la optimización de hiperparámetros y el desempeño obtenido en las pruebas,
que para mayor claridad se puede establecer en términos porcentuales. Para el modelo
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FNN se logra una mejora en las métricas MAE y R2 en un 0.7% y 3.7%, pero un deterioro
de un 10.3% en la métrica MSE. Para el modelo CNN se logra una mejora en las métricas
MAE y MSE en un 4.4% y 8.2%, pero un deterioro de un 4.1% en la métrica R2. Para el
modelo RNN se logra una mejora en la métrica MSE de un 3.0%, pero un deterioro en las
métricas MAE y R2 de un 1.4% y 1.0%. En general no se producen grandes cambios en
el desempeño de los modelos, lo que permite validar los hiperparámetros seleccionados.

Para los modelos CNN y RNN se emplea información de un nodo central, para el que se
estima la concentración mineral y además, se emplean los atributos de nodos vecinos que
se encuentran dentro de un radio. Esta configuración en los datos implica la suposición de
que existen relaciones entre la concentración de un nodo y los atributos de nodos cercanos.
Suposición similar a la que realizan métodos geoestadísticos como Ordinary Kriging. Sin
embargo, ambos casos se distinguen porque para los modelos CNN y RNN se emplea
información no solo de la concentración, sino también de atributos en general, lo que
brinda información del contexto en que se encuentra un nodo. La mejora producida por
los modelos CNN y RNN es superior a la mejora producida por el modelo FNN lo que se
puede atribuir a la incorporación de información del contexto de los nodos.

Si consideramos el funcionamiento del modelo RNN en su forma LSTM este tiene la
capacidad de mantener una memoria interna, un estado, que se transfiere y transforma
cuando se realiza el procesamiento de cada instancia individual. Esta forma de procesar
los datos difiere respecto al método CNN de 1 dimensión, donde un grupo de instancias
se somete a una operación que “sintetiza” los datos extrayendo diferentes características,
generando una especie de resumen desde distintas perspectivas. Dicho de otra manera, en
un grupo de instancias, el método LSTM realiza un análisis individual y el método CNN
1D un análisis global. Esta diferencia en el procesamiento de los datos puede ser la causa
de la diferencia en el rendimiento.
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Conclusiones y Trabajos Futuros

En esta tesis se busca establecer el alcance y aporte de modelos de DL en la reducción
de error en la estimación de concentración de minerales, para lo cual se contó con un
conjunto de datos reales procedentes de una mina de cielo abierto en Chile, que posee
concentraciones de mineral de Cobre tipo Sulfuro y Óxido. Para lograrlo se propusieron tres
objetivos que se resumen en (1) la selección de modelos DL, (2) su implementación y (3) su
evaluación. Para el uso de los datos disponibles fue necesario realizar un preprocesamiento
que incluyó la exclusión de variables que no aportan información de las propiedades de
concentración mineral, la exclusión de instancias con valores ausentes, el tratamiento de
variables categóricas ordinales y categóricas nominales y la normalización de las variables
empleando promedio y desviación estándar. Para las variables de coordenadas espaciales
se realizó una normalización simétrica para no distorsionar la unidad de medida y las
proporciones en las dimensiones, el resto de las variables numéricas se normaliza de forma
individual. Además, se trabajaron los datos para la generación de un nuevo conjunto de
datos donde cada nodo dispusiera de información de nodos vecinos dentro de un radio
determinado.

El objetivo específico 1 (OE1) señala: “Seleccionar modelos basados en Deep Learning
que permitan realizar estimaciones de concentración de recursos minerales”. Su completi-
tud se verifica mediante los resultados del estudio y análisis de la literatura, presentados
principalmente en la Sección 3, del estado del arte y la Sección 2, de conceptos preliminares.
Construir el estado del arte requirió la revisión de diferentes trabajos de revistas científicas
y permitió identificar modelos basados en Deep Learning en la estimación de concentra-
ción de recursos minerales (Feedforward Neural Network y Recurrent Neural Network).
Mientras que la definición y descripción de los modelos requirió el estudio de otras fuentes,
como libros del área. Esto extendió los algoritmos identificados y permitió seleccionar mo-
delos con características similares a los propuestas en el estado del arte (Long Short-Term
Memory Recurrent Neural Network y 1D Convolutional Neural Network).

La selección de modelos basados en Deep Learning se realizó mediante el estudio y
revisión de literatura. En primera instancia no se encontraron trabajos que resolvieran la
misma problemática, por lo que se consideraron trabajos que abordan una problemática
similar que corresponde a la estimación de recursos minerales en base a muestras puntuales.

102
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Se revisaron en detalle 29 trabajos que emplean algún modelo ML. Solo un trabajo (Singh
et al., 2018), emplea algún modelo DL. El resto de las implementaciones de redes neuronales
consisten en arquitecturas de una capa y un número reducido de neuronas, lo que se justifica
con el tamaño reducido de los conjuntos de datos. Sin embargo, en general los trabajos
no comparten el esquema de pruebas que realizaron para diseñar las arquitecturas, lo que
cobra relevancia al momento de considerar las conclusiones de algunos de los trabajos, que
afirman que su método supera a una red neuronal. Hay que mencionar que ninguno de los
trabajos implementa alguna forma de CNN, método que es considerado en esta tesis en
base a (Kiranyaz et al., 2020), (Chollet, 2017).

En general, de la revisión de literatura se puede concluir que (1) son escasos los trabajos
que evalúan modelos DL. Esto es consistente con el tamaño reducido de los conjuntos de
datos con los que se cuenta para la estimación de concentración de mineral en base a
muestras. Sin embargo, con la problemática que se presenta en esta tesis, se cuenta con
un buen volumen de datos de la extracción (STMP), por lo que la cantidad de datos
disponibles incrementa de forma considerable, generando el escenario adecuado para la
implementación de modelos DL y la explotación de sus capacidades. (2) En los trabajos
no se encontró un framework o esquema, que facilite la comparación de los resultados de
distintos trabajos y que permita llevar un seguimiento de los avances en el área. Es necesario
establecer etapas claras en el preprocesamiento de datos y la validez de las técnicas, definir
métricas para analizar los datos y facilitar la relación de sus propiedades con el potencial
de diferentes modelos. Finalmente este esquema permitiría establecer con más claridad la
forma adecuada en que métodos geoestadísticos pueden interactuar con modelos DL.

El objetivo específico 2 (OE2) señala: “Implementar modelos seleccionados, conside-
rando posibles adaptaciones y modificaciones”. Su completitud se verifica mediante los
resultados de la preparación de los datos, presentados principalmente en la Sección 4 y los
resultados del diseño e implementación de la metodología y los experimentos presentados
principalmente en la Sección 5. Llevar a cabo la implementación de los modelos, requirió
de la correcta preparación y formato de los datos para hacerlos compatibles con los mo-
delos. Por otro lado, se debió llevar a cabo una metodología adecuada, que permitiera la
realización de experimentos con el propósito de definir valores para los hiperparámetros
de los diferentes modelos, considerando aspectos como sobrentrenamiento, generalización,
validación, métodos de regularización, etc.

La implementación de los modelos Feedforward Neural Network, Convolutional Neural
Network y Recurrent Neural Network se realiza empleando la biblioteca de código Keras,
que dispone de APIs para facilitar la construcción de arquitecturas y la modificación de
sus hiperparámetros. Para lograr la implementación de modelos DL se aplican técnicas
de preprocesamiento a un conjunto original de 49,295,441 de instancias, del que resultan
732,870 instancias con información de los modelos LTMP (considerado como vector de
entrada) y STMP (que contiene concentración mineral empleada como etiqueta). Este
conjunto es suficiente para la experimentación con el modelo FNN. Para la implementación
de los modelos CNN y RNN se preparan los datos para disponer de grupos de datos como
entrada para los modelos. Estos grupos consisten en un nodo central y nodos vecinos dentro
de un radio determinado. De este modo, los atributos de todos los nodos vecinos se emplean
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como información adicional para la estimación de concentración mineral del nodo central.
Solo 545,768 nodos de los 732,870 disponen de nodos vecinos en la misma configuración.
Las técnicas para el tratamiento de los datos como la normalización simétrica o el uso de
nodos vecinos están basadas en técnicas empleadas en trabajos seleccionados de la revisión
de la literatura, lo que se menciona en las secciones 3.3 y 4.

El objetivo específico 3 (OE3) señala: “Evaluar resultados de los modelos implementa-
dos mediante métricas de error y pruebas estadísticas”. Su completitud se verifica mediante
los resultados presentados en la Sección 5, donde se señala el desempeño de los modelos
mediante las métricas MAE, MSE y R2. En particular, en la Sección 5.5, se presentan
resultados de las pruebas finales, donde se considera también la métrica R y se presentan
diagramas de dispersión de las estimaciones versus valores esperados. En la Sección 5.5.4
se presentan los resultados de la prueba de relevancia estadística Wilcoxon. Finalmente,
en las secciones 5.6 y 6 se presentan análisis del desempeño de los modelos.

La evaluación de los modelos se logra en dos etapas: (1) Optimización de hiperparáme-
tros mediante CV y (2) prueba final. Para la prueba final se reserva una porción de datos,
empleada solo para este propósito. El resto de los datos es empleado para entrenamiento,
pero antes de la prueba final, es empleado en la optimización de hiperparámetros. En la
primera etapa para cada modelo se realizan experimentos solo para algunos de sus hiper-
parámetros. Para cada hiperparámetro se consideran diferentes valores y para cada valor
se entrena un modelo y se evalúan mediante 10-fold CV. Para determinar si efectivamente
se logra una reducción en el error de las estimaciones de concentración se utiliza como ba-
seline la estimación generada por un método geoestadístico (Ordinary Kriging) disponible
en el LTMP, el que se compara con las estimaciones en el STMP, mediante las métricas
de desempeño. De la experimentación y análisis de hiperparámetros se obtiene una con-
figuración final de hiperparámetros para cada modelo. En la prueba final se valida esta
configuración y la capacidad de generalización de los modelos. Esto dado que la prueba
final se realiza sobre conjuntos de datos distintos del que se emplea para el entrenamiento
y optimización de hiperparámetros.

De los resultados obtenidos en las pruebas finales se puede establecer que todos los mo-
delos evaluados tienen la capacidad de reducir el error en la estimación de concentración de
cobre. De acuerdo con las pruebas, el modelo RNN, en su variante Long Short-Term Me-
mory, genera mayores mejoras en cuanto al baseline, produciendo una mejora del 21.35%,
39.39% y 45.05% en las métricas MAE, MSE y R2, respectivamente. Le siguen los mo-
delos Convolutional Neural Network 1D con una mejora de 17.45%, 36.99% y 42.30%.y
Feedforward Neural Network que produce una mejora del 10.05%, 20.63% y 25.18% en
las métricas MAE, MSE y R2.

Los resultados presentados en esta tesis permiten validar la hipótesis que señala que:
“El uso de modelos basados en Deep Learning permite mejorar resultados de métodos
tradicionales en el problema de estimación de concentración de recursos minerales”. Esto
implica que estimaciones generadas por métodos geoestadísticos en combinación con mo-
delos DL pueden obtener mejores estimaciones como lo muestra, por ejemplo, el uso del
modelo RNN con una mejora del 45% en la métrica R2. De los resultados destacan los
modelos CNN y RNN que para la estimación de concentración en un nodo consideran los
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atributos de nodos vecinos como información de contexto. De acuerdo con la revisión de
literatura realizada, el modelo CNN de una dimensión (1D) no habían sido empleado para
la estimación de concentración mineral y en el caso del modelo RNN no había sido em-
pleado en su versión LSTM. Este último modelo obtiene los mejores resultados superando
el desempeño del modelo CNN 1D con una diferencia de 0.01 aproximadamente en cada
métrica, pero requiere un mayor tiempo de cómputo, que en la prueba final resultó en 2.4
veces más tiempo.

6.1. Trabajos futuros
Para la evaluación se consideró un espectro limitado de los hiperparámetros que pueden

ser alterados en las capas empleadas para la construcción de las arquitecturas en cada
modelo, esto debido a tiempos excesivos de cómputo. Por lo que un trabajo futuro a
considerar consistiría en ampliar los experimentos, considerando más hiperparámetros y
valores en cada uno de los modelos.

Las métricas empleadas para registrar el desempeño de los modelos DL, en los diferentes
experimentos llevados a cabo, permiten realizar una comparación para diferentes valores
en los hiperparámetros. Sin embargo, las métricas no brindan información del aporte que
realiza cada atributo del vector de entrada en el desempeño de un modelo. Este análisis
proporciona un mejor entendimiento de los modelos y ayuda a dirigir mejor los esfuerzos
en el tratamiento y obtención de los datos.

La combinación de los modelos es un aspecto que no se cubre en esta tesis. En el caso
del modelo CNN y RNN se requiere una última capa Dense para que resulte solo un valor
como salida. Donde la adición de más capas ocultas podría producir una mejora en el
desempeño, en especial con el modelo CNN donde una capa Flatten genera un vector de
salida de 6,656 valores, que solo es procesado con una capa Dense, así también, se considera
un trabajo futuro realizar combinaciones entre capas LSTM y CNN 1D.

Los experimentos que se realizaron fueron para la estimación de concentración de co-
bre. La arquitectura e hiperparámetros empleadas en las pruebas finales y los resultados
obtenidos son orientados a la estimación de concentración de cobre. Sin embargo, estos
resultados no son directamente extrapolables a la estimación de Arsénico y Molibdeno,
concentraciones minerales disponibles en los datos. Por lo que un trabajo futuro consistiría
en establecer la capacidad de modelos en la estimación de estos minerales.

Del conjunto original de datos de 49,295,441 instancias se extraen aquellos nodos con
información del LTMP y además del STMP. De esto resultan conjuntos de datos con los
que se realizan los experimentos presentados. Un trabajo futuro consistiría en emplear
modelos para realizar estimaciones en aquellos nodos que disponen de información para el
LTMP y no del STMP. El análisis de estas estimaciones podría permitir establecer zonas
con mayor tasa de error.

Otro aspecto relevante en esta tesis es la configuración empleada para los nodos vecinos
y los criterios para llegar a esta. Para aprovechar la distribución de los nodos en el volumen
en estudio, se consideran nodos a la misma altura del nodo central, más nodos en una altura
superior y nodos en una altura inferior. Considerando esto, un trabajo futuro consistiría
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en explorar otras configuraciones de nodos vecinos y el impacto en el desempeño de los
modelos y el tiempo de ejecución requerido.

Finalmente, un trabajo que podría producir un gran impacto es el desarrollo de un
framework para el análisis de los datos, su procesamiento y la correcta implementación
y evaluación de modelos ML. Este tipo de trabajos se ha desarrollado en otras áreas
(Pospieszny et al., 2018) y establece un estándar que facilita el seguimiento de avances y
por lo tanto la propuesta de nuevas y más eficientes soluciones.



Apéndice A

Ejemplos Convolución 1D

En base a la descripción de la operación de convolución 1D descrita en la sección 2.5.1,
se presentan ejemplos del cálculo de diferentes elementos de un feature map de salida.

i = 1 …

⋮ ⋱

o1,K

⋮

… oI,K

⋮ ⋮

Ventana

i = 1

w1,2,1 … w1,J,1

w2,1,1 w2,2,1 … w2,J,1

w1,2,2 … w1,J,2

w2,1,2 w2,2,2 … w2,J,2

w1,2,3 … w1,J,3

b1 b2 … bJ

j = 1

j = 1

w1,1,1

w1,1,2

w1,1,3

o1,4

⋮

oI,4

q1,1 …

⋱

…

⋮ ⋮

q1,K−2

qJ,1 qJ,K−2

Filtros

q2,1 … q2,K−2

q1,2

⋮

qJ,2

q2,2

o1,1 o1,2 o1,3

oI,1 oI,2 oI,3

wI,2,3 … wI,J,3wI,1,3

wI,2,2 … wI,J,2wI,1,2

wI,2,1 … wI,J,1wI,1,1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

w2,1,3 w2,2,3 … w2,J,3

Figura A.1: Ejemplo del cálculo de q1,1 con una ventana V = 3
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i = 1 …

⋮ ⋱
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⋮
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⋮ ⋮

Ventana

i = 1

w1,2,1 … w1,J,1

w2,1,1 w2,2,1 … w2,J,1

w1,2,2 … w1,J,2

w2,1,2 w2,2,2 … w2,J,2

w1,2,3 … w1,J,3
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j = 1

w1,1,1
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⋱

…

⋮ ⋮
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qJ,1 qJ,K−2
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wI,2,3 … wI,J,3wI,1,3

wI,2,2 … wI,J,2wI,1,2

wI,2,1 … wI,J,1wI,1,1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

w2,1,3 w2,2,3 … w2,J,3

o1,4o1,2 o1,3

Figura A.2: Ejemplo del cálculo de q1,2 (j = 1 y m = 2) para una ventana V = 3.

El cambio en el valor de m genera un desplazamiento de la ventana de instancias em-
pleadas, lo que genera un nuevo valor en el feature map de salida en la misma profundidad
y dado que no varía el valor de j, se aplica el mismo filtro que en la figura anterior.



Apéndice A. Ejemplos Convolución 1D 109

i = 1 …
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⋮
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w2,1,3 w2,2,3 … w2,J,3

o1,4o1,2 o1,3

Figura A.3: Ejemplo del cálculo de q2,1 (j = 2 y m = 1) con una ventana V = 3

Respecto de las figuras anteriores, un cambio en el valor de j implica el uso de otro
filtro, que en el feature map de salida se traduce en el cálculo de un elemento distinto y
aumenta la profundidad de la salida.



Apéndice B

Tablas de Resultados para modelo
FNN

Tabla B.1: FNN: Resultados por cantidad de neuronas

Neuronas MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
5 0.1899 (0.0024) 0.1962 (0.0111) 0.5328 (0.0121)
20 0.1862 (0.0017) 0.1915 (0.0110) 0.5438 (0.0126)
100 0.1853 (0.0018) 0.1872 (0.0105) 0.5541 (0.0120)
300 0.1839 (0.0019) 0.1845 (0.0101) 0.5604 (0.0118)
400 0.1847 (0.0026) 0.1840 (0.0100) 0.5616 (0.0115)
500 0.1843 (0.0014) 0.1843 (0.0103) 0.5609 (0.0118)
600 0.1852 (0.0037) 0.1844 (0.0102) 0.5607 (0.0116)
700 0.1847 (0.0040) 0.1839 (0.0098) 0.5618 (0.0109)
800 0.1848 (0.0030) 0.1837 (0.0099) 0.5623 (0.0112)
900 0.1836 (0.0027) 0.1842 (0.0101) 0.5611 (0.0117)
1000 0.1829 (0.0023) 0.1841 (0.0095) 0.5613 (0.0105)

Tabla B.2: FNN: Resultados por cantidad de capas

Capas MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
1 0.1855 (0.0032) 0.1842 (0.0105) 0.5613 (0.0126)
2 0.1805 (0.0017) 0.1801 (0.0095) 0.5708 (0.0106)
3 0.1784 (0.0032) 0.1780 (0.0070) 0.5757 (0.0073)
4 0.1838 (0.0065) 0.1800 (0.0077) 0.5711 (0.0079)
5 0.1822 (0.0057) 0.1803 (0.0078) 0.5704 (0.0077)
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Tabla B.3: FNN: Resultados por función de activación

Activación MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
softmax 0.1831 (0.0017) 0.1861 (0.0103) 0.5567 (0.0115)
softplus 0.1798 (0.0034) 0.1816 (0.0084) 0.5672 (0.0086)
softsign 0.1912 (0.0023) 0.1810 (0.0083) 0.5688 (0.0087)
relu 0.1807 (0.0044) 0.1796 (0.0074) 0.5720 (0.0075)
tanh 0.1893 (0.0036) 0.1835 (0.0097) 0.5629 (0.0106)
sigmoid 0.1822 (0.0054) 0.1786 (0.0071) 0.5744 (0.0076)
hard sigmoid 0.1848 (0.0044) 0.1817 (0.0081) 0.5671 (0.0086)
linear 0.1983 (0.0022) 0.2067 (0.0114) 0.5077 (0.0124)

Tabla B.4: FNN: Resultados por valor en dropout

Dropout MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
0.0 0.1806 (0.0034) 0.1803 (0.0097) 0.5704 (0.0113)
0.1 0.1819 (0.0048) 0.1797 (0.0079) 0.5719 (0.0076)
0.2 0.1839 (0.0058) 0.1826 (0.0080) 0.5649 (0.0070)
0.3 0.1848 (0.0063) 0.1836 (0.0092) 0.5625 (0.0092)
0.4 0.1820 (0.0036) 0.1844 (0.0097) 0.5607 (0.0109)
0.5 0.1891 (0.0064) 0.1888 (0.0111) 0.5503 (0.0138)
0.6 0.1904 (0.0043) 0.1929 (0.0112) 0.5406 (0.0125)
0.7 0.1900 (0.0069) 0.1952 (0.0117) 0.5350 (0.0138)
0.8 0.1985 (0.0032) 0.1970 (0.0113) 0.5308 (0.0128)
0.9 0.1968 (0.0122) 0.2038 (0.0123) 0.5146 (0.0147)

Tabla B.5: FNN: Resultados por optimizador

Optimizador MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
SGD 0.1908 (0.0021) 0.1969 (0.0116) 0.5309 (0.0134)
RMSprop 0.1806 (0.0046) 0.1803 (0.0084) 0.5703 (0.0090)
Adagrad 0.1930 (0.0017) 0.1999 (0.0113) 0.5239 (0.0124)
Adadelta 0.1962 (0.0015) 0.2030 (0.0112) 0.5164 (0.0121)
Adam 0.1798 (0.0051) 0.1758 (0.0076) 0.5810 (0.0080)
Adamax 0.1779 (0.0033) 0.1768 (0.0073) 0.5786 (0.0088)
Nadam 0.1775 (0.0010) 0.1740 (0.0079) 0.5852 (0.0101)



Apéndice C

Tablas de Resultados del modelo
CNN

Tabla C.1: CNN: Resultados por cantidad de filtros

Filtros MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
16 0.1850 (0.0054) 0.1835 (0.0142) 0.5928 (0.0203)
32 0.1862 (0.0046) 0.1791 (0.0143) 0.6027 (0.0201)
64 0.1846 (0.0057) 0.1773 (0.0139) 0.6066 (0.0198)
128 0.1854 (0.0050) 0.1761 (0.0138) 0.6091 (0.0198)
256 0.1859 (0.0048) 0.1765 (0.0141) 0.6084 (0.0200)
512 0.1844 (0.0045) 0.1759 (0.0142) 0.6097 (0.0208)
1024 0.1870 (0.0042) 0.1758 (0.0137) 0.6099 (0.0193)

Tabla C.2: CNN: Resultados por tamaño de kernel

kernel MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
3 0.1852 (0.0053) 0.1743 (0.0133) 0.6131 (0.0189)
5 0.1844 (0.0045) 0.1759 (0.0142) 0.6097 (0.0208)

Tabla C.3: CNN: Resultados por cantidad de capas

capas MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
1 0.1852 (0.0053) 0.1743 (0.0133) 0.6131 (0.0189)
2 0.1802 (0.0036) 0.1696 (0.0139) 0.6235 (0.0216)
3 0.1792 (0.0043) 0.1667 (0.0141) 0.6298 (0.0235)
4 0.1836 (0.0076) 0.1688 (0.0153) 0.6253 (0.0250)
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Tabla C.4: CNN: Resultados por función de activación

Activación MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
None 0.2038 (0.0048) 0.2127 (0.0158) 0.5281 (0.0171)
relu 0.1802 (0.0036) 0.1696 (0.0139) 0.6235 (0.0216)
sigmoid 0.1786 (0.0051) 0.1693 (0.0143) 0.6243 (0.0225)
tanh 0.2074 (0.0061) 0.1950 (0.0146) 0.5672 (0.0183)
softmax 0.1744 (0.0026) 0.1701 (0.0131) 0.6224 (0.0192)
softplus 0.1820 (0.0037) 0.1703 (0.0136) 0.6220 (0.0214)
softsign 0.2099 (0.0067) 0.1911 (0.0134) 0.5760 (0.0156)
hard sigmoid 0.1807 (0.0036) 0.1707 (0.0140) 0.6212 (0.0212)

Tabla C.5: CNN: Resultados por optimizador

Optimizador MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
SGD 0.3774 (0.0938) 0.3986 (0.0955) 0.1102 (0.2207)
RMSprop 0.1786 (0.0051) 0.1693 (0.0143) 0.6243 (0.0225)
Adagrad 0.1766 (0.0024) 0.1683 (0.0132) 0.6263 (0.0213)
Adadelta 0.1806 (0.0036) 0.1705 (0.0137) 0.6215 (0.0200)
Adam 0.1763 (0.0038) 0.1651 (0.0123) 0.6333 (0.0202)
Adamax 0.1767 (0.0023) 0.1656 (0.0132) 0.6323 (0.0217)
Nadam 0.1746 (0.0036) 0.1633 (0.0119) 0.6374 (0.0192)



Apéndice D

Tablas de Resultados del modelo
RNN

Tabla D.1: RNN: Resultados por cantidad de neuronas

Neuronas MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
5 0.1811 (0.0033) 0.1803 (0.0144) 0.5998 (0.0209)
20 0.1754 (0.0028) 0.1681 (0.0128) 0.6268 (0.0204)
50 0.1742 (0.0035) 0.1647 (0.0140) 0.6344 (0.0224)
100 0.1691 (0.0032) 0.1603 (0.0121) 0.6440 (0.0192)
300 0.1673 (0.0033) 0.1562 (0.0113) 0.6532 (0.0160)
500 0.1569 (0.0068) 0.1488 (0.0147) 0.6699 (0.0225)

Tabla D.2: RNN: Resultados por cantidad de capas

Neuronas MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
1 0.1723 (0.0037) 0.1603 (0.0136) 0.6442 (0.0224)
2 0.1692 (0.0029) 0.1590 (0.0119) 0.6470 (0.0190)
3 0.1731 (0.0063) 0.1599 (0.0118) 0.6449 (0.0180)
4 0.1684 (0.0064) 0.1598 (0.0124) 0.6451 (0.0201)
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Tabla D.3: RNN: Resultados por dropout recurrente

Dropout
recurrente

MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)

0.1 0.1669 (0.0018) 0.1561 (0.0122) 0.6534 (0.0214)
0.2 0.1692 (0.0045) 0.1562 (0.0119) 0.6531 (0.0195)
0.3 0.1676 (0.0024) 0.1553 (0.0114) 0.6552 (0.0187)
0.4 0.1681 (0.0043) 0.1548 (0.0117) 0.6562 (0.0212)
0.5 0.1676 (0.0051) 0.1550 (0.0107) 0.6559 (0.0169)
0.6 0.1659 (0.0043) 0.1550 (0.0113) 0.6557 (0.0190)
0.7 0.1690 (0.0048) 0.1554 (0.0122) 0.6551 (0.0187)
0.8 0.1686 (0.0047) 0.1577 (0.0127) 0.6497 (0.0229)
0.9 0.1693 (0.0043) 0.1576 (0.0131) 0.6502 (0.0222)

Tabla D.4: RNN: Resultados por dropout

Dropout MAE (DE) MSE (DE) R2 (DE)
0.1 0.1681 (0.0038) 0.1579 (0.0135) 0.6495 (0.0220)
0.2 0.1675 (0.0039) 0.1620 (0.0122) 0.6403 (0.0195)
0.3 0.1703 (0.0042) 0.1688 (0.0143) 0.6255 (0.0211)
0.4 0.1759 (0.0078) 0.1757 (0.0144) 0.6102 (0.0203)
0.5 0.1725 (0.0025) 0.1855 (0.0153) 0.5886 (0.0195)
0.6 0.1807 (0.0058) 0.1950 (0.0170) 0.5675 (0.0220)
0.7 0.1852 (0.0066) 0.2069 (0.0153) 0.5409 (0.0169)
0.8 0.1913 (0.0090) 0.2183 (0.0183) 0.5158 (0.0243)
0.9 0.2016 (0.0063) 0.2343 (0.0178) 0.4801 (0.0245)
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